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DUSUK BOYUTLU SPIN SISTEMLERINDE
KUANTUM DOLASIKLIK

0z

Bu tez diisiik boyutlu spin sistemlerinde dolagikhgin (entanglement) incelendigi
iki kisitmdan olusur. Birinci kisimda, homojen olmayan bir manyetik alanda
bulunan iki kubitten olusmus izotropik Ising zincirinin dolagikhigi diisiik sicak-
liklarda niimerik olarak hesaplanmigtir. Yapilan hesabin sonucunda homojen ol-
mayan manyetik alanda bulunan bu iki kubitlik sistemin dolagik durumlara sahip
oldugu goriilmiig ve manyetik alanda homojensizligin bulunmasinin dolagik kuan-

tum durumlari iizerinde etkin bir rol oynadigi sonucuna varilmigtir.

Ikinci kisimda ise homojen bir dig manyetik alana ve Dzialoshinski-Moriya
(DM) ekilegmesine sahip iki kutritlik bir Ising zincirinin dolagiklig1 incelenmigtir.
Manyetik alanin, DM etkilesmesinin ve sicakligin dolagiklik iizerindeki etkileri
negatiflik (negativity) ile tanimlanmigtir. Manyetik alanin paralel, antiparalel ve
spin yonelimine dik (transverse) oldugu durumlar incelenmistir. Yapilan niimerik
hesaplarin sonuglari, sistemin analitik olarak belirlenmig taban ve uyarilmis du-
rumlariin kullanilmasiyla agiklanmigtir. Sonug olarak verilen bir sicaklik dege-
rinde manyetik alanin ve DM etkilesmesinin birbirlerine gore degigen etkilerinin

kullanilmasiyla, dolagikligin kontroliiniin en iyi sekilde saglanacagi gosterilmistir.

Anahtar sozciikler: Bell durumlari, Dolagiklik, Ising spin zinciri,
Negatiflik, Uyum.
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QUANTUM ENTANGLEMENT
IN LOW DIMENSIONAL SPIN SYSTEMS

ABSTRACT

This thesis is composed of two parts in which quantum entanglement is investi-
gated in the low dimensional spin systems. In the first part, we have numerically
calculated the thermal entanglement of a two-qubit system at low temperatures in
an isotropic Ising chain under an inhomogeneous magnetic field. It is shown that
in the homogeneous magnetic field, the two qubit system has entangled states. It
is concluded that the presence of the inhomogeneity in the magnetic field plays

an effective role on the entangled states.

In the second part, we investigate thermal entanglement of a two-qutrit Ising
chain in the presence of an external magnetic field and Dzialoshinski-Moriya (DM)
interaction. Influences of magnetic field, temperature, and DM interaction on the
entanglement have been characterized in terms of negativity. The cases of parallel,
antiparallel and transverse magnetic fields are considered. Results of detailed
numerical calculations are explained using the analytically determined ground
and excited states of the system. Finally, we show that at a given temperature,
control of entanglement can be optimized by utilizing competing effects of the

magnetic field and the DM interaction.

Keywords: DBell states, Entanglement, Ising spin chain, Negativity,

Concurrence.
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BOLUM BIiR
GIRIS

1.1 Giris

Doga olaylarinin agiklanmasinda ¢ok énemli bir yer tutan fizik bilimi, 20.yy’in
baglarina gelindiginde bazi sikintilar yagsamaya baglamigtir. Bu dénemde sikin-
tilara yol acan temel sorun mevcut fizik teorilerinin birtakim celigkilere yol ac-
masidir. Ortaya ¢ikan bu sikintilar sonradan klasik fizige baz 6zel hipotezlerin
eklenmesi ile ¢oziilmiistiir. Ancak atom ve 1gima kavramlarimin daha iyi anlagil-
masiyla beraber bu agiklamalar da c¢ok karmasgik bir hal almigtir. Olusan bu
karmaga 1920’lere gelindiginde modern kuantum mekaniginin olusturulmasiyla
son bulmugtur. Bu zamandan sonra kuantum mekanigi bilimin vazgecilmez bir
parcasit olmusg ve atomun yapisindan yildizlarda gerceklesen niikleer olaylara,
siiperiletkenlerden DNA yapisina kadar dogada gozlenen pek cok fiziksel olayin

aciklanmasinda kullanilmig ve sayisiz teknolojik uygulama alani iginde yer almigtir.

Kuantum mekaniksel sistemlerin, informasyon islemlerinde kullanilmas: ise
kuantum hesaplama (quantum computation) ve kuantum informasyon (quantum
information) teorisi olarak adlandirilan disiplinler arasi bir ¢aligma alani olugtu-
rur. Bu yapisi nedeniyle de kuantum mekanigi; bilgisayar bilimi, informasyon

teorisi ve kriptoloji gibi pek ¢ok alanla etkilegir.

Kuantum hesaplama ve kuantum informasyon alaninin 6énemli bir bagarisi,
fiziksel teorilerin olusturulmasi igin basit ancak sezgisel olarak elde edilemeyen
yasalar ortaya koyan kuantum mekanigi hakkinda, sezgi ve anlayisimizi arttira-
cak gelismeler sunmasidir. Ornegin 1980lerin baginda Einsteinmin relativite
teorisine aykir1 olmasina kargin kuantum etkileri kullanilarak igiktan daha hizh
sinyal gondermenin olasiligi lizerine dikkatler toplanmisti. Bu aslinda bilinmeyen
bir kuantum durumunun kopyalanmasi (cloning) problemidir ve gerceklesmesi

halinde kuantum mekanigi etkileri kullanilarak isiktan daha hizli bir gekilde sinyal
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génderme olasiligi miimkiin olacaktir, ancak kuantum hesaplama ve kuantum in-
formasyon teorisinin ilk sonuglarindan biri olan kopyalanamama teoreminin (no-

cloning theorem) bulunmasiyla, bunun miimkiin olmadig1 anlagilmigtir.

Kuantum hesaplama ve kuantum informasyon alanina diger bir katk ise bil-
gisayar biliminden gelmigtir. Bu alan 1936’da Alan Turing’in ¢aligmasiyla canlan-
mis ve kisa bir siire sonra elektronik bilesenlerden olusmus ilk bilgisayar gercek-
lestirilmistir. Bu arada elektronik aletlerin giderek kiigiilmeye baglamasiyla or-
taya cikan kuantum etkileri de hesaplamanin klasikten tamamen farkl bir alana
yonelmesine neden olmugtur. Bu dénemde Richard P. Feynman (1982, 1986)
kuantum mekaniksel sistemlerin klasik bilgisayarlar ile simiile edilmesinin zor
oldugunu, bazi temel sorunlar icerdigini ve bu nedenle ancak kuantum mekanigini
temel alan bilgisayarlarin yapilmasiyla bu zorluklarin asgilabilecegini belirtmigtir.
Bu agiklamanin hemen arkasindan kuantum hesaplama ve kuantum informasyon
alaninda hizli bir gelisme yasanmigtir. 1990’larda aragtirmacilar klasik olarak
etkili bir gekilde simiile edilemeyen sistemlerin kuantum bilgisayarlarinda etkili bir
sekilde simiile edilebilecegini gostermiglerdir. Bu konudaki en 6nemli iki ¢aligma
ise Grover’in (1996) yapisal olmayan arama uzayinda gergeklestirdigi arama algo-
ritmasi ile Shor’un (1994) gergeklegtirdigi biiyiik sayilarin ¢garpanlarina ayrilmasi

problemi olmustur.

Diger 6nemli bir geligme ise Shannon’un (1948) informasyon kavraminin mate-
matiksel tanimini gelistirerek modern informasyon teorisine ve iletisime katki
saglamasiyla olmugtur. Shannon iletigim kanallar1 lizerinden bilgi aktarilmasiyla
ilgili ¢alismalarinda iki temel sorunla ilgilenmistir. Bunlardan ilki bir iletisim
kanali iizerinden bilgi aktarmak icin gerekli kaynaklarin neler oldugu, ikincisi ise
gliriiltlii bir iletisim kanalindan giivenli olarak bilginin tagiip taginamayacaginin
belirlenmesiyle ilgilidir. Ayrica giiriiltiilii iletisim kanalinda giivenli bir iletigim
saglamak i¢in hata diizeltme kodlar1 ile gonderilen bilginin korunmas: gerektigini
de gostermistir. Kuantumsal olarak ise ilk probleme ait geligmeler Schumacher
(1995) tarafindan yapilmig olmasina ragmen ikinci kisim ile ilgili bir geligme heniiz
saglanamamigtir, ancak yine de kuantum bilgisayarlarinda kullanilma amaciyla

kuantum hata diizeltme kodlar1 geligtirilmigtir. Bu kodlar kuantum durumlarini
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giirtiltiiye karg1 korurlar fakat bir kuantum iletigim kanalindan klasik bilgi aktaril-
mas1 durumunda ne olacagl sorusuna ise yanit siiperyogunluklu kodlama (super-

dense coding) olmugtur (Bennett ve Wiesner, 1992).

Kriptoloji ise giivenli olmayan bir ortamda iki veya daha fazla kisi arasinda
iletigimin giivenli bir sekilde gergeklegmesi ile ilgilidir. En bilineni gizli mesaj ile-
timidir. Burada 6zel veya genel anahtarli olmak iizere iki farkli yontem kullanilir.
Kuantum mekaniginin, her iki gurubun da giivenligini bozmayacak sekilde bir
anahtar dagilimi yapmak i¢in kullanilmasi ise kuantum hesaplama ve kuantum

informasyon alaninin ilk gelismelerinden biridir.

Tiim bu kronolojik gelismelerden baska kuantum hesaplama ve kuantum in-
formasyon alaninin gelismesi ve olgunlagmasiyla birlikte yeni alt alanlar ortaya
gikmaktadir. Bunlardan en ¢ok caligilani dolagiklik (entanglement) kavramidir.
Dolagiklik tamamen kuantum mekaniksel bir kavram olup, alt sistemlerden olus-
mus bir kuantum sisteminin pargalari arasindaki kuantum korelasyonu olarak
tanimlanabilir. Bu kavram kuantum hesaplama ve kuantum informasyon alan-
larindaki kuantum teleportasyon, siiperyogunluklu kodlama ve kuantum krip-
toloji gibi pek c¢ok uygulamada anahtar rol oynar. Dolagikligin ilk ortaya c¢ikist
1935’te kuantum mekaniginin olasihiga dayali temellerini sorgulamak icin gercek-
legtirilen EPR ¢aligmasinda olmugtur (Einstein, Podolsky, ve Rosen, 1935). Daha
sonra ise Bell esitsizlikleri ile birlikte (Bell, 1964) kuantum mekaniginin temel
ilkelerine dayanan calismalara ait bir kavram olarak ortaya c¢ikar. Kuantum
hesaplama ve kuantum informasyon alanlarindaki ¢aligmalarda ise 1990’lardan

sonra yer almigtir.

Kuantum hesaplama ve kuantum informasyon g¢aligmalari i¢in bir kaynak olan
dolagikligin olugturulmasi ve kontrol edilmesi 6nemli bir problemdir. Bu amagla
dolagikliga yol acan sistemlerin analizi 6nemli bir ¢alisma konusunu olugturmak-
tadir. Spin sistemleri ise bu konuda en biiyiik potansiyeli olustururlar. Literatiire
baktigimizda spin sistemlerini igeren, bu amagla gerceklestirilmis ¢ok sayida calig-
maya rastlanir. Bu tezde de iki ve ii¢ durumlu Ising spin sistemlerinde dolagiklik

incelenmigtir.
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Tezin diizenlenisi su sekildedir: Ikinci béliimde, kuantum hesaplama ve kuan-
tum informasyon alanlarina ait temel kavramlar tezin kapsami i¢inde kullanildik-
lar1 6lciide tanmmlanmislardir. Uciineii boliimde, dolagiklik kavrami ve dolagik-
lik 6lgiilerinden bazilar1 tanmimlanmigtir. Dordiincii béliimde, kuantum dolagik-
ligin kuantum hesaplama ve kuantum informasyon alanindaki yerinin daha iyi
goriillmesini ve oneminin daha iyi kavranmasini saglamak amaciyla dolagikligin
baz1 uygulamalarina yer verilmistir. Beginci boliimde, tezin literatiire orjinal
katkisi olan homojen olmayan bir manyetik alanda bulunan iki durumlu Ising
zincirinin dolagikliginin incelenmesi verilmigtir. Altinci boliimde ise yine orji-
nal bir ¢aligma olan Dzialoshinski-Moriya etkilesmesine sahip iki kutritlik Ising
zincirinin dolagikligi verilmigtir. Son kisim olan yedinci boliimde ise yapilan ¢alig-

malar O6zetlenip sonuclar1 yorumlanmigtir.



BOLUM iKi
TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde tezin konusu cergevesinde kullanilan kuantum hesaplama ve kuan-
tum informasyon teorisine ait temel kavramlar tanimlanacak ve bunlarin nasil
isledigine kisaca bakilacaktir. Bdylece daha sonraki kisimlarda anlatilan olay-

larin daha iyi anlasilip kavranmasi saglanmis olacaktir.

2.1 Kubit

Klasik hesaplama ve klasik informasyona baktigimizda, bu alanlara ait temel
kavramin bit (binary digit) oldugunu goriiriiz. Benzer olarak kuantum hesaplama
ve kuantum informasyon icin ise temel kavram kuantum-bit veya kubittir. Bilindi-
gi tizere klasik bir bit 0 veya 1 gibi iki duruma sahiptir. Benzer sekilde |0) ve |1)
kuantum durumlar1 (quantum states) ise bir kubit i¢in olasi iki durumu olugturur
ve bunlar klasikteki 0 ve 1 durumlarina karsilik gelirler. Bir bit ile bir kubit

arasindaki en biiytlik fark, bir kubitin

) = al0) + B]1), (2.1.1)

seklinde |0) ve |1) kuantum durumlarmim lineer bir kombinasyonu yani siiper-
pozisyonunda bulunabiliyor olmasidir. Buradaki a ve (3 katsayilari ise kompleks
sayilardir. Daha formal bir sekilde ifade edecek olursak, bir kubit iki boyutlu
kompleks vektor uzaymda bir vektordiir. Burada belirtilen |0) ve |1) kuantum

durumlar ise bu vektor uzayindaki ortonormal kompiitasyonel baz durumlaridir.

Klasik bir biti 0 veya 1 durumlarindan hangisinde bulundugunu belirlemek igin
inceyebiliriz. Giintimiizde kullandigimiz bilgisayarlar iglemlerini gergeklestirirken
bunu siirekli olarak yaparlar; ancak bir kubiti onun kuantum durumunu belir-

lemek igin inceleyemeyiz yani bir kubitin durumunu belirleyecek olan o ve 3

5
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katsayilarini belirleyemeyiz. Bu noktada kuantum mekaniginin bize soyledigi, bu
kuantum durumu hakkinda kisith bilgi edinebilecegimizdir. Bu nedenle (2.1.1)
ifadesi ile verilen kubiti olctiigiimiizde |a|? olasihgiyla 0 veya |3]? olasihgiyla 1

sonucunu elde ederiz. Olasiliklar toplami 1 olmak zorunda oldugundan
lal* + 18] = 1, (2.1.2)

olacaktir. Bu kogulu geometrik olarak kubitin durumunun birim uzunluga nor-
malize edilmesi olarak yorumlayabiliriz. Boylece genel olarak bir kubitin duru-

munun iki boyutlu kompleks vektor uzayinda bir vektor oldugunu séyleyebiliriz.

Klasik bir bit yazi-tura oyunundaki bir para gibidir, ya yaz yada tura gelir.
Buna kargilik bir kubit gozlemlenene kadar |0) ve |1) kuantum durumlar: arasin-
daki tiim durumlarda siirekli olarak bulunur ve 6l¢iildiigiinde, Ol¢iim sonucuna

gore olasiliksal olarak 0 veya 1 sonucunu verir. Ornegin

1

)+ —=11), (2.1.3)

— 1 |O
V2
durumundaki bir kubite bakalim. Ol¢iim yaptigimiz zaman yaptigimiz élciimlerin

%50’sinde 0, %50’sinde ise 1 sonucunu buluruz.

Buraya kadar kubiti matematiksel bir nesne olarak tanimladik, fakat soyut
olarak tanmimlanmig olan bu kubitin daha iyi anlagilmasi i¢in onu tanimlamak
iizere bir fotonun iki farkli polarizasyon durumu, diizgiin bir manyetik alanda
bulunan niikleer bir spinin yonelimi veya iki elektronik seviyeli bir atom gibi pek
¢ok fiziksel sistem kullanilabilir; ancak soyut kavramlarla ¢alismanin kolayligindan

dolay1 tanimlamalarimizi bu yonde devam ettirecegiz.

Kubitleri tasvir etmenin kullanigh bir diger yolu, onlar1 geometrik olarak ifade
edebildigimiz Bloch kiiresi temsilidir. (2.1.2) ifadesi ile verilen kogul nedeniyle

(2.1.1) ifadesini
4 0 , 6
|9) = e (cosi 0) + ewsinﬁ \1)) , (2.1.4)

seklinde tekrar yazabiliriz. Burada 6, v ve ¢ reel sayilar olup, e terimi gozlem-



lenebilir etkilere sahip olmadig: i¢in ihmal edilebilir. Boylece bir kubiti
0 i . 0
V) = cos 10) +e SDszn§ 1), (2.1.5)

seklinde belirtebiliriz. (2.1.5) ifadesindeki 6 ve ¢ aglar ti¢ boyutlu birim kiire
tizerinde bir nokta tanimlarlar. Sekil 2.1’den de goriildiigii gibi bir kubitin temsil

edildigi bu i¢ boyutlu birim kiireye Bloch kiiresi denir.

0)

Sekil 2.1 Bir kubitin
Bloch kiiresi temsili.

Bloch kiiresi tek bir kubitin durumunun gorsellestirilmesi bakimindan ¢ok biiyiik
oneme sahiptir. Ayrica tek bir kubit ile ilgili pek ¢ok iglem Bloch kiiresi {izerinde
tanimlanabildigi i¢in kuantum hesaplama ve kuantum informasyon ¢aligmalarinda
iyi bir test alani olugturur ve bu nedenle de kullanighlik saglar; ancak Bloch kiiresi
temsilinin kullanimi tek bir kubit ile simirhdir, yani birden fazla kubiti temsil

etmek i¢in Bloch kiiresinin genellegtirilmis bir gekli yoktur.

Tek bir kubitin temsili igin kullanilan Bloch kiiresi {izerindeki her bir nokta,
bu kubitin bir durumunu yani bir bilgiyi gosterecektir. Geometrik olarak bak-
tigimizda bu birim kiire iizerinde sonsuz sayida nokta bulundugundan bir kubit
ile sonsuz sayida bilgiyi ifade edebiliriz. Ancak bir kubitin sonsuz sayida bilgiye
sahip olmasi onun gozlem anindaki davranigindan dolay1 yanilticidir, ¢linkii 6lgiim

yaptigimizda sonug yine 0 veya 1 olacaktir. Bunun yaninda ol¢gme islemi kubitin
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durumunu da degistirip |0) ve |1) siiperpozisyon durumundan, 6l¢iim sonucu ile
uyumlu 6zel bir duruma ¢oktiirecektir. Ornegin (2.1.3) ifadesi ile belirtilen |¢)
kubitinin 6lglilmesi 0 sonucunu verirse 6lgiim sonrast kubit |0) durumunda bulu-
nacaktir. Bu kuantum mekaniginin temel postiilalarindan biridir. Bu gekilde bir
kubitte ¢ok fazla bilgi bulunmasina ragmen 6l¢liim sonucunda bir kubitten ancak
bir bilgi elde edebiliriz. Buradan ilging bir sonuca varmak miimkiindiir: Teorik
olarak tek bir kubit ¢ok biiyiik miktarda bilgiye sahiptir ve sahip olunabilecek
bilginin miktar1 kubitlerin sayisi ile eksponansiyel olarak artacaktadir. Bu sekil-
de cok sayida kubitten olugsmug bir kuantum bilgisayar, iglem hacmi bakimindan

diistintildiigiinde ¢ok biiyilik bir potansiyele sahip olacaktir.

Simdi iki kubit durumuna bakalim. Eger iki klasik bitimiz olsaydi 00, 01,
10 ve 11 seklinde dort olast durumumuz olurdu. Benzer olarak iki kubitlik bir
sistem [0,0), [0,1), |1,0) ve |1,1) seklinde dort kompiitasyonel baz durumuna
sahip olacaktir. Her durumla ilgili bir kompleks katsay1 icermek iizere iki kubiti

ifade eden durum vektori
|1/1> = Qo |0, 0> + o1 |O, 1> + Qg |1, 0> + o1 |1, 1> s (216)

seklinde bu dort durumun siiperpozisyon durumunda bulunur.

Iki kubitlik bir sistem icin ol¢iim yaptigimizda kubitlerin bir alt kiimesini
dlgeriz. Ornegin birinci kubiti dlcecek olursak, dlgiim |agg|? + |ap1|? olasiligr ile 0
sonucunu verir ve ol¢iim sonrasit durum vektorii

__ Goo |O, O) + Qo1 ’O, 1>

N , 2.1.7
R s 247

olur.

Iki kubitlik 6nemli bir kuantum durumu olarak Bell durumunu (EPR. cifti)

verebiliriz
10,0) +[1,1)

v

Bell durumu kuantum hesaplama ve kuantum informasyon alanlarinda yer alan

(2.1.8)
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kuantum teleportasyon ve siiperyogunluklu kodlama gibi pek cok ilging olayda
anahtar rol oynar. Bell durumu ilging bir ézellige sahiptir. Ilk kubitin él¢iilmesin-
1

den iki olasi durum elde edilir. Bunlar 3 olasilikla 0 ve % olasilikla 1’dir.

1
2
olasilikla 0 Ol¢tiigiimiizde bu 6lglim sonucu durum ‘90/> =10, 0) olur, % olasilikla
1 dlgtiigiimiizde ise bu 6lglim sonucu durum ’np'> = |1,1) seklinde olur. Benzer
olarak ikinci kubitin 6l¢iimii de birinci kubitle aynmi sonucu verir. Yani, Ol¢iim
sonuglar1 arasinda korelasyon vardir. Einstein, Podolsky ve Rosen’in (1935)
iinli EPR makalesinde de ilk olarak Bell durumunun bu ilging 6zellikleri gos-
terilmigtir: Daha sonra bu goriis John Bell (1964) tarafindan geligtirilmistir. Bell

¢alismasinda bu korelasyonlarin klasik sistemler arasindaki korelasyonlardan daha

gliclii oldugunu gostermistir.

Bir ve iki kubit i¢in verilen bilgilerin 1s181nda kubitlerin sayis1 arttirilabilir.
Daha genel olarak sGyleyecek olursak n tane kubitten olugmus bir sistem diigtintile-
bilir. Béyle bir sistemin kompiitasyonel baz durumlar |z, xo, ..., z,) seklindedir

ve bu sisteme ait kuantum durumu 2" tane genlik ile belirlenir.

Basglangigta tanimlamalar1 yaparken |¢)) = a/|0) 4+ (|1) seklindeki bir kubitin
kuantum durumunun 6lgiilmesi sonucunda, |a|? olasihgiyla 0 veya |3]? olasihgiyla
1 bulunacagini ve bunlara kargilik gelen kubit durumlarmin da sirasiyla |0) ve |1)
seklinde olacagim soyledik. |0) ve |1) durumlar1 bir kubit i¢in gok sayidaki olasi

kompiitasyonel baz durumlarindan sadece biridir. Diger bir olasi segim:

(10) + 1) /v2,
(10) = 1)) /v2,

+)
=)

(2.1.9)

kiimesi olabilir. |¢) = «|0) + (1) gibi bir kuantum durumunu |+) ve |—) kuan-

tum durumlar: cinsinden tekrar ifade edecek olursak

) = «l0)+31),
_ Q{IH\J/EI—W +5{|+)\;§|—>}’
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elde edilir. Burada |+) ve |—) durumlar artik yeni kompiitasyonel baz durum-
laridir. Bu yeni baza gore lgme yapilabilir ve 6l¢iim sonucunda |a+3|?/2 olasihig
ile "+, |a — ]2/2 olasiligi ile =" bulunur. Ol¢me sonrasi durumlar ise sirasiyla

|+) veya |—) olacaktir.

Daha genel olarak ifade etmek istersek, herhangi bir kuantum durumunu |a)
ve |b) baz durumlarmin «|a) + 3 |b) seklindeki bir lineer kombinasyonu olarak
belirtmek miimkiindiir. Hatta |a) ve |b) baz durumlar1 ortonormal ise bu bazlara
gére 6lgme yapmak da miimkiindiir. Olgme sonucu |a|? olasiligiyla a veya |3|?
olasiligiyla b olacaktir. Olgme sonrasi durumlar ise sirasiyla |a) veya |b) olacaktir.
Bildigimiz gibi olasiliklarin toplaminin |a|?+|3]* = 1 olmasi igin de ortonormallik
kosulu gereklidir. Benzer gekilde ¢ok sayida kubitten olugsmus bir kuantum sis-
teminin de herhangi bir ortonormal bazda 6lgiimii yapilabilir. Bu genellegtirilmis
formalizmin kullanilmasinin en 6nemli nedeni ise gbzlemlenmis deneysel sonuglari

tanimlamamiza imkan saglamasidir.

Kuantum hesaplama ve kuantum informasyon teorisinde kubitlerden bagka
temel birimler de bulunur. En genel olarak bunlar kudit olarak adlandirilir. Biz
tezimizin kapsaminda yapmis oldugumuz c¢alismalarda iki seviyeli kuantum sis-
temleri olan kubitlerden bagka ii¢ seviyeli kuantum sistemleri olan kutritleri de

kullandik.

Klasik bir bit ile bir kubit arasinda analoji kurulmasina benzer sekilde klasik bir
trit (ternary digit) ile bir kutrit arasinda da bir analoji kurulabilir. Bir kutrit {ig
seviyeli bir kuantum sistemidir ve ii¢ tane ortogonal baz durumuna sahiptir. Bu
baz durumlar: genellikle |0), |1), |2) seklinde gosterilir. Ayni kubitte oldugu gibi
bir kutrit de klasik bir tritten farkhi olarak bu ii¢ baz durumunun siiperpozisyon

durumunda bulunabilir

) = «|0) + B|1) + ~v]2). (2.1.11)

Kubitteki duruma benzer sekilde (2.1.11) ifadesi ile verilen kutriti dl¢tugiimizde

|a|? olasihigiyla 0, |3]* olasihgiyla 1 veya |y|? olasihgiyla 2 sonuglarimi buluruz.
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Olasiliklar toplami yine 1 olmak zorunda oldugundan
o + |6 + v)* = 1, (2.1.12)

olacaktir. Kutritlerde de kubitlerde oldugu gibi bir genellestirme yapacak olur-
sak n tane kutritten olusmus bir sistem icin de olasi1 3" tane kuantum durumu

bulunacaktur.

Kubitlere gore baz1 avantajlara sahip olmalar: nedeniyle kutritler kuantum in-
formasyon alanindaki calismalarda kendilerine yer bulmuslardir. Ornegin kutritler
ii¢ seviyeli sistemler olduklari i¢cin daha fazla bilgi depolayabilirler. Bunun yaninda
kubitlere gore sistemin cevre ile etkilesmesinden kaynaklanan olumsuz etkilere
(decoherence) de daha dayamkhdirlar (Melikidze, Dobrovitski, De Raedt, Kat-

snelson, ve Harmon, 2004).

2.2 Kuantum Mantik Kapilari

Mantik kapilar1 bilginin iglenip bir formdan digerine doéniigtiiriilmesi i¢in iglem
yapan elemanlardir. Simdi klasik mantik kapilarindan hareket edip basitten basla-

yarak kuantum mantik kapilarina ve bunlarin uygulamalarina kisaca bakalim.

2.2.1 Tek Kubitlik Mantik Kapilar:

Tek bitlik klasik bir mantik kapisi olan DEGIL (NOT) kapisini diigtinelim. Bu
kap1 0 — 1, 1 — 0 seklinde bir doniistim yapip 0 ve 1 durumlarini yerdegistirir.
Klasik durumdakine benzer sekilde kubitler icin de bu tiir bir doniisiim yapan
bir KUANTUM-DEGIL kapisi diisiiniilebilir. Bu kapt [0) — [1), |1) — |0)

dontistimiinii yaparak, ele aldigi

) = al0) + ]1), (221)
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kubitini, [0) ve |1) kuantum durumlarimin kendi aralarinda degistigi

‘%>=MD+M®, (2.2.2)

seklinde belirtilen karsi bir kuantum durumuna cevirir.

Kuantum mantik kapilarinin matrislerle gosterilmesi kuantum hesaplama ve
kuantum informasyon teorisinde aligilmig bir yontemdir ve bu, kapilarin yapmig
oldugu iglemlerin anlagilmasinda kolaylik saglar. Bunu goérmek igin KUANTUM-
DEGIL kapisiin

X= : (2.2.3)

10

ile verilen matris formundaki gosterimine ve bu kapimin yapmig oldugu igleme

bakalim. Eger a|0) + 3|1) kuantum durumu

(67

: 2.2.4
p (2.2.4)

seklindeki gibi vektor gosteriminde yazilirsa, KUANTUM-DEGIL kapisinin bu

kuantum durumuna uygulanmasindan elde edilecek sonug
X = , (2.2.5)

olur. Buradan KUANTUM-DEGIL kapisinin yapmig oldugu islemin, |0) kuan-
tum durumunu X matrisinin ilk kolonuna karsilik gelen durumla, benzer sekilde
|1) kuantum durumunu da X matrisinin ikinci kolonuna kargiik gelen durumla
degistirdigi soylenebilir. Bdylece bir kubite etki eden kuantum mantik kapilar
2x2’lik matrislerle ifade edilmig olur; ancak tiim 2x2’lik matrisleri kuantum man-
tik kapisi olarak distinemeyiz. ) = «|0) + [(|1) ile verilen bir kuantum durumu
i¢in |a|? + |B)> = 1 seklinde bir normalizasyon kogulu vardir. Bu kogul kubite
kuantum mantik kapisi etki ettikten sonraki |¢') = o[0) + #'|1) kuantum du-
rumu i¢in de gecerli olmalidir yani kubit iizerine etki eden iglemler, onu ifade

eden durum vektoriiniin normunu degismez birakmalidir. Bu nedenle de kuan-
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tum mantik kapilarini temsil eden matrisler tiniter olmak zorundadirlar.

Kuantum mantik kapilarini olugturmak i¢in iiniterlik diginda herhangi bir kogul
yoktur. Herhangi bir iiniter matris gecerli bir kuantum kapisi olarak belirlenebilir.
Bu nedenle ¢ok sayida tek kubitlik kuantum mantik kapisi vardir. Bu noktada
ilging olan durum ise klasik olarak sadece DEGIL kapisinin tek bitlik bir kap

olmasidir. Tek kubitlik 6nemli kuantum mantik kapilarindan diger ikisi ise

Z = , (2.2.6)

(2.2.7)

seklindeki Z kapisi ve H Hadamard kapisidir. Z kapisi |0) kuantum durumunu
degismeden birakip |1) kuantum durumunun sadece igaretini degigtirir. Hadamard
kapisi ise |0) kuantum durumunu (|0) + [1))/v/2 seklinde |0) ve |1) arasimda bir
kuantum durumuna, |1) kuantum durumunu ise (|0) — |1))/+/2 seklindeki |0) ve
|1) arasindaki bagka bir kuantum durumuna g¢evirir. Bazen Hadamard kapisi
DEGIL kapisinin karekokii olarak da tanimlanabilir. Ancak H? bir DEGIL kapis
olmayip H? = I seklindedir. Buradan da H Hadamard kapisinin bir duruma iki

kere uygulanmasi ile hi¢bir sonucun elde edilemeyecegine varilabilir.

Hadamard kapist en kullanigh kuantum mantik kapilarindan biridir ve gercek-
lestirmis oldugu islemlerin gorsellestirilmesi Bloch kiiresi yardimiyla verilebilir.
Sekil 2.2’den goriildiigii gibi bu gosterimde Hadamard kapisinin yapmig oldugu
iglem, kiirenin 6nce y-ekseni etrafinda 90° ve arkasindan da z-ekseni etrafinda
180° donmesi geklindedir. Benzer bir sekilde Bloch kiiresi yardimiyla diger tek
kubitlik kuantum mantik kapilarinin da gorsellegtirilmesi yapilabilir. Bu kapilarin
yapmig oldugu islemler de Bloch kiiresi iizerinde dénme ve yansimalara kargilik

gelmektedirler (Nielsen ve Chuang, 2000). Bazi énemli tek kubitlik kuantum
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10)

Sekil 2.2 Hadamard kapisini (|0)+|1))/v/2 girdi durumuna yapmis oldugu
etkinin Bloch kiiresi iizerindeki temsili.

mantik kapilarinin yapmisg oldugu iglemler

X(al0) +3]1)) = £10) +all), (2.2.8)
Y(alo) + 81) = —i(8l0) — al1)), (2.2.9)
Z(alo)+ A1) = alo) - 811, (2.2.10)
H(al0) + 8I1) = a(%)m(%) (22.11)

seklinde verilebilir. Bunlara ait matris gosterimleri ise sirasiyla

0 1
X = : (2.2.12)
10
0 —i
y = : (2.2.13)
i 0
1 0
7 = , (2.2.14)
0 —1
1 (1 1
H = — : (2.2.15)
V21 -1

seklindedir.

Daha once tek kubitlik kuantum mantik kapilarinin 2x2°lik iiniter matrislerle
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gosterilebilecegini sdylemigtik. Buna gore 2x2’lik ¢ok sayida iiniter matris oldugun-
dan ¢ok sayida kuantum mantik kapisi bulunacaktir, ancak bunlarin i¢inden bazi
belli kapilarin olugturdugu kiigiik bir grubun 6zelliklerinin anlagilmasi, tiim bu

kuantum mantik kapilarinin 6zelliklerinin anlagilmasini saglar.

2.2.2 Cok Kubitlik Mantik Kapilar:

KONTROLLU-DEGIL (KDEGIL) kapisi ¢ok kubitlik bir kuantum mantik kapi-
sidir. Bu kap1 kontrol kubiti ve hedef kubiti olarak bilinen iki girig kubitine
sahiptir. Sekil 2.3’te KDEGIL kapisi icin devre gosterimi goriilmektedir.

4) 4)

|B) v, BDA)

Sekil 2.3 KONTROLLU-DEGIL
(KDEGIL) kuantum mantik
kapisinin devre gosterimi.

Burada tistteki ¢izgi kontrol kubitini, alttaki ¢izgi ise hedef kubitini temsil eder.
KDEGIL kuantum mantik kapisinn calismasi soyledir: Eger kontrol kubiti 0 ise
hedef kubiti aynen kalir, eger kontrol kubiti 1 ise hedef kubiti doner

0,0) = 0,0); 10,1) —[0,1); [1,0) — |1, 1); [1,1) — |1,0). (2.2.16)

Tek kubitlik kuantum mantik kapilarinda oldugu gibi KONTROLLU-DEGIL
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kuantum mantik kapisini ifade etmenin diger bir yolu da

Uxp = : (2.2.17)

o o O
o O = O
= o O O
o = O O

seklindeki matris gosterimidir. Buradan Uk p matrisinin ilk kolonunun |00) du-
rumu olusturmak i¢in bir doniisim tanmimladigr goriilmektedir. Benzer sekilde
swrastyla [01), |11) ve |10) i¢in olan durumlar da (2.2.17) ifadesinden goriilmek-
tedir. Tek kubitlik kuantum mantik kapilarinda oldugu gibi burada da olasilik

korunacag i¢in Uk p tiniter bir matris olmalidir.

Kuantum mantik kapilarini klasik mantik kapilarindan ayiran en 6nemli 6zel-
lik kuantum mantik kapilarinin geri dontslii (reversible) olmasidir. Boylece bir
kuantum mantik kapisi her zaman bagka bir kuantum mantik kapis1 araciligiyla

geri dondiirtilebilir.

2.3 Kuantum Devreler

Kuantum devreleri tiim kuantum iglemleri i¢in kullanighh modellerdir. Kuan-
tum devreleri, kuantum mantik kapilarindan ve bunlar arasindaki baglantilardan
olugur. Bu sekilde olugturulmus devrelerin okunusu soldan saga dogrudur. Dev-
redeki her bir ¢izgi bir baglantiy1 temsil eder ancak bu baglantinin klasik dev-
relerde oldugu gibi fiziksel bir tel olmasi gerekmez. Bu foton gibi uzayda bir
noktadan bagka bir noktaya hareket eden bir parcacik olabilir. Devreye giren
tiim durumlarin kompiitasyonel baz durumlarinda olmasi genellikle kabul edilen
bir durumdur. Ol¢me kuantum devrelerinde énemli bir islemdir. Ol¢me islemi
devre modelinde Sekil 2.4 ’de oldugu gibi bir metre sembolii ile gosterilir. Daha
once de tanimlamig oldugumuz gibi bu iglem |¢)) = «|0) + (1) seklindeki tek bir
kubitin kuantum durumunu |a|? olasihgiyla 0 veya |3|? olasihgiyla 1 sonucunu

veren olasiliksal M klasik bitine ¢evirir. Devre iizerinde de klasik bitin kubitten



17

) — A=

Sekil 2.4 Ol¢me igleminin kuantum
devre gosterimi.

farkli olarak gosterilmesi i¢gin iki ¢izgi ile belirtilir.

2.3.1 Kubit Kopyalayan Devre

Kuantum devrelerinin en 6nemlisi bir kubiti kopyalayan devredir. Bu dev-
rede kullamilan KDEGIL kuantum mantik kapisi, kuantum informasyon teorisinin

onemli bir 6zelligini gosterir.

|4) = al0) +0]1)

0) —&

Sekil 2.5 Kubit kopyalayan kuantum devresi.

a|00) + b|11)

Sekil 2.5’de oldugu gibi durumu bilinmeyen |¢) = a|0) 4 b|1) seklindeki bir ku-
biti bir KDEGIL kapis: kullanarak kopyalamaya calisalim. Sekilden de goriildiigii
gibi iki kubitlik girdi durumu

[@]0) +B[1)]]0) = a0,0) + b|1,0) (2.3.1)

seklinde yazilabilir. KDEGIL kapisi (2.3.1) ile verilen girdi durumuna uygu-
landiginda elde edilen ¢ikt1 durumu a]0,0) + b|1,1) olur. Buradan anlagildig
gibi |¢) |1) olugturmak igin sadece |¢))’nin |0) veya |1) oldugu girdi durumlarmin
Sekil 2.5’deki devreye uygulanmasiyla kopyalama gergeklesir. Yani |0) veya |1)
seklinde kodlanmig klasik bilgiyi kopyalamak i¢in kuantum devreleri kullanilabilir.
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Fakat daha genel bir @ |0) + b|1) durumu i¢in kopya durumu
) [¢) = a®10,0) +ab|0,1) +ab[1,0) + b* |1, 1), (2.3.2)

olur. (2.3.1) ve (2.3.2) ifadelerinin karsilagtirilmas: sonucu ab = 0 olmadikga
kopyalama devresi giridigimiz kuantum durumunu kopyalayamaz. Bdoylece bil-
inmeyen bir kuantum durumunun kopya edilemeyecegini soyleriz. Kubitlerin bu
kopyalanmama 6zelligi kopyalanamama teoremi olarak bilinir ve klasik ile kuan-

tum informasyon arasindaki en temel farklardan birini olusturur.

2.3.2 Bell Durumlar

Bell durumlar1 kuantum hesaplama ve kuantum informasyon teorisinde ¢ok
onemli yer tutar. Sekil 2.6’da goriilen devre Bell durumlarimi iireten kuantum

devresidir. Sekilden de goriildiigii gibi bu devre bir Hadamard kapisindan ve onu

r— H
|Bzy)

Y D

Sekil 2.6 Bell durumlar tireten
kuantum devresi.

takip eden bir KDEGIL kapisindan olugur. Kullanilan bu kuantum devresi |0, 0),
|0,1), |1,0) ve |1,1) selindeki dort kompiitasyonel baz durumunu

10,0) + |1,1)
| Boo) = Y (2.3.3)
~10,1) +1,0)
|Bo1) = — 5 (2.3.4)
B10) = 0.0 -1LY (2.3.5)

5B
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) = B0 230

durumlarina doniigtiirtir. Bu durumlar Bell durumlar1 veya EPR ciftleri olarak
bilinirler. Kapinin yapmig oldugu iglemi |0, 0) durumu tistiinde agiklayacak olur-
sak, ilk olarak Hadamard kapisina |0,0) durumu uygulanir. Hadamard kapisi
kubiti (|0) +]1)) |0) /+/2 seklinde bir siiperpozisyon durumuna doniistiiriir. Daha
sonra elde edilen bu durum KDEGIL kuantum mantik kapisina uygulanir ve

(10,0) + |1,1))/v/2 bulunur. Diger kompiitasyonel baz durumlar icin de ben-
zer iglemler yapilarak Bell durumlar elde edilir (Nielsen ve Chuang, 2000).



BOLUM UC
KUANTUM DOLASIKLIK

Bu boliimde kuantum dolagikligi (quantum entanglement) tanimlayip, dolagik-

ligin nicel ve nitel dl¢iilerinden (measure) bazilarima kisa bir bakig yapacagiz.

3.1 Genel Bakis

1930’larin baglarinda relativistik olmayan kuantum mekaniginin temel ilkelerinin
tamamlanmasindan kisa bir siire sonra 1935’te Einstein, Podolsky ve Rosen (EPR)
(1935) ve yine aym donemde Schrodinger (1935), kuantumsal igleyigin fizigin
21l.yy’da ilgi merkezlerinden birini olugturacak ilgin¢ bir &zelligini ortaya koy-
muglardir. Bu 6zellik birlegik (composite) bir sistemin global kuantum durum-
larinin var oldugunu soyler ve bu birlesik sistem, kendini olusturan alt sistem-
lerin her birinin kuantum durumlarinin bir ¢arpimi seklinde yazilamaz. Bu olgu
dolagiklik (entanglement) olarak bilinir ve birlesik bir sistemi olugturan alt sistem-

ler arasinda istatistiksel iligkilerin igsel bir diizenini belirtir (Schrédinger, 1935).

Kuantum formalizminin en klasik olmayan ifadesi olarak diisiiniilen dolagik-
ligin ilk olarak KEinstein, Podolsky ve Rosen tarafindan kuantum mekaniginin
tamamlanmamig bir teori oldugunu ileri siirdiikleri tinlii EPR ¢aligmasinda (1935)
kullanilmig olmasi ¢ok ilgingtir. Onlara gore fiziksel nicelikler, 6l¢gme yapilmadan
once de 6lgme yapildigindaki degerlere sahiptir, ancak Bell (1964) daha sonra bu
goriigiin aksini gostermigtir. Bell’e gore dolagiklik EPR’nin 6nerdigi bu diiglinceyi

tamamen diglar.

1964’te Bell EPR’nin sonucu olarak fiziksel gercekligin kuantum taniminin
tamamlanmamig olan goriisiinii dogru bir hipotez olarak kabul edip, EPR’nin
deterministik diinya goriigiinii yerel gizli degigkenler modeli (local hidden vari-

able model (LHVM)) olarak formalize etmistir. Bu model su ii¢ durumu kabul

20
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eder:

(i) Parcaciklarin ozelliklerini belirlemek igin yapilan lgmelerin sonuglar: bu

olgme iglemlerinden bagimsizdir (realism),

(ii) Herhangi bir yerden elde edilen sonuglar bu yerden tamamen farkh bir yerde

olugan olaylardan bagimsizdir (locality),

(iii) Bir yerde yerel 6lgii aletlerinin bulunmasi oradaki yerel sonuglar belirleyen

gizli degiskenlerden bagimsizdir (free will).

Bell (1964) calismasinda bu ti¢ kabuliin iki kissmhi (bipartite) sistemleri igeren
deneylerdeki istatistiksel korelasyonlara, Bell esitsizlikleri seklinde simirlamalar
yapacagimi gostermigtir. Hemen arkasindan da bazi dolagik (entangled) kuan-
tum durumlarinin uygun sekilde ol¢timleri yapildiginda, sonuglardan elde edilen
olasiliklarin Bell esitsizligine uymadigini gostermistir. Bu sekilde dolagikligin,
kuantum formalizminin belirleyici bir 6zelligi oldugu sonucuna varilmigtir. Bu
nedenle kuantum korelasyonlarini herhangi bir klasik formalizm ile ifade etmek

imkansizdir.

Daha sonra Greenberger, Horne ve Zeilinger'in (GHZ) (1989) ikiden fazla
parcacigin olmasi durumundaki dolagikligin LHVM ile bir celigkiye yol acacagini
gostermesi ile bu alanda yapilan calismalarda Bell esitsizliklerinin de ilerisine
gidilmigtir. Bu sekilde 90’larin baslarinda Bell esitsizliklerinin ihlali ile ilgili genel
teorik sonuglar elde edilmistir (Gisin, 1991; Popescu ve Rohrlich, 1992).

Dolagikligin diisiince deneylerinden laboratuvar gergekligine gegmesi ise 1960’1a-
rin ortalarinda baglamigtir (Freedman ve Clauser, 1972; Kocher ve Commins,
1967), ancak deneysel olarak Bell egitsizliklerinin ihlal edilmesini inandirici bir
sekilde ilk olarak test eden Aspect, Grangier ve Roger olmugtur (1982). Bu
donemden sonra laboratuvar ortaminda LHVM’e kargi kuantum formalizmini
deneysel olarak test eden pek ¢ok caliyma gergeklegtirilmistir (Bovino, Castag-
noli, Cabello, ve Lamas-Linares, 2006; Hasegawa, Loidl, Baron, ve Rauch, 2003;
Kwiat ve diger., 1995; Ou ve Mandel, 1988; Rowe ve diger., 2001).
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Ashinda dolagikligin klasik olmayan temel bir yonii daha 1935te anlagilmigti.
EPR makalesinden esinlenen Schrédinger (1935) kuantum formalizminin bazi
fiziksel sonuclarini analiz etmis ve bunun sonucunda sunu belirtmistir: Iki parcacik-
Ii EPR durumunda, her bir parcacigi bireysel olarak diigliniip bunlarin alt sis-
temler olarak ifade edilmesine imkan verilmemesi, alt sistemlerin dolagik olmasi
anlamina gelmektedir. Bu nedenle iki pargacigin birden ifade edildigi daha biiyiik
boyutta bir uzay gereklidir. Bunun sonucunda birlesik sistem hakkinda maksi-
mum bilgi durumuna sahip oldugumuz halde bireysel sitemlerin her biri hakkin-

daki bilgimiz azalip yetersiz kalir.

Malesef dolagikligin bu tuhaf goriintiisii kuantum cergevesinde bilgi kavrama ile
iligkilendirilmisg oldugu halde uzun siire anlagilamamigtir. Daha sonra von Neu-
mann entropisine dayanan entropik esitsizlikler cinsinden tekrar gekillendirilmigtir
(Cerf ve Adami, 1997; R. Horodecki, P. Horodecki, ve M. Horodecki, 1996). Bu
egitsizliklerin ihlali kuantum durumlarinin dolagikliginin bir isaretidir. Ancak

bunun fiziksel anlami ¢ok agik degildir.

Giintimiizde dolagiklik teorisi kuantum kriptoloji (quantum crytography) (Ek-
ert, 1991), kuantum yogunkodlama (quantum dense coding) (Bennett ve Wiesner,
1992), kuantum teleportasyon (quantum teleportation) (Bennett ve diger., 1993)
ve dolagiklik degis-tokusu (entanglement swapping) (Bose, Vedral, ve Knight,
1998; Yurke ve Stoller, 1992a, 1992b; Zukowski, Zeilinger, Horne, ve Ekert, 1993)
gibi 6nemli kesiflere kaynak olusturmustur. Dolagikliga dayanan bu ¢alismalar ye-
nilik¢i deneylerle de gosterilmigtir (Boschi, Branca, Martini, Hardy, ve Popescu,
1998; Bouwmeester ve diger., 1997; Furusawa ve diger., 1998; Jennewein, Simon,
Weihs, Weinfurter, ve Zeilinger, 2000). Tiim bu ¢aligmalar kuantum informasyon
ad1 verilen yeni bir disiplinler arasi alanin temellerini olugturur ve bunlarin hepsi
dolagikligi merkezi bir kavram olarak igine alir (Bouwmeester, Ekert, ve Zeilinger,

2000; Nielsen ve Chuang, 2000).

Kuantum dolagiklik, temelde hog olmayan ama ilging {i¢ 6zellige sahiptir. Genel
olarak dolagiklik oldukca karmasgik bir yapidir, ¢evreyle olan etkilesmesi nedeniyle

¢ok kirilgandir ve sistemler temas halinde olmayip birbirlerinden ¢ok uzak olsalar
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bile ortalama bir artig gostermez. Bunlarin dahilinde dolagiklik teorisi su iig

sOoruya cevap arar:

(i) Teorik ve deneysel olarak en uygun dolagikligi nasil belirleriz?
(ii) Dolagikligin bozulmas: nasil tersine gevrilebilir?

(iii) Dolagikhigr nasil kontrol edip, nicel olarak nasil belirleyebiliriz?

[k iki sorunun kaynag: olarak Werner (1989) ve Popescunun (1995) caligmalar
gosterilebilir. Werner caligsmasinda sadece ayrilabilir durumlar i¢in kesin bir tanim
vermemis bunun yaninda ayrilabilir durumlara benzer sekilde LHVM’e izin veren
ve bu sekilde de Bell egitsizligini ihlal etmeyen dolagik kuantum durumlarinin
oldugunu da belirtmistir. Popescu ise ¢aligmasinda bu sekilde bir kuantum duru-
munda bulunan bir sisteme yerel islemler uygulayarak yeni bir kuantum durumu
elde edilecegini ve bu durumun dolagikliginin, Bell esitsizlikleriyle belirlenebile-

cegini belirtmigtir.

Hemen arkasindan Peres (1996), ele alinan kuantum durumu eger ayrilabilir
ise birlegik iki durumlu bir sistemin yogunluk matrisinin, bu birlegik sistemin alt
sistemlerinin biri iizerinden kismi transpozunun alinmasindan sonra da ayrila-
bilir oldugunu ifade etmistir. Ilging bir sekilde Peres kosulu, dolagsiklik icin giiclii
bir testtir. Bununj sonucunda kismi transpoz bir pozitif eglesme (positive map)
oldugundan, pozitif eslesmeler dolasgiklik i¢in iyi birer belirleyici olarak hizmet kul-
lanilabilirler, ancak fiziksel olmadiklari i¢in laboratuvarda dogrudan uygulanama-
zlar. Bu noktada Jamiolkowski izomorfizmi (Jamiolkowski isomorphism) fiziksel
olgiilebilir nicelikleri yani Hermitik operatorleri kullanmamiza izin verir (Jami-
olkowski, 1972). Bu hem fiziksel gozlemlenebilirleri hem de fiziksel olmayan-
lar1 biraraya getirip ayrilabilirlik i¢in gerekli ve yeterli bir kogul olugturur (M.
Horodecki, P. Horodecki, ve R. Horodecki, 1996).
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3.2 Bell Esitsizlikleri

Klasik diinya ile kuantum diinyasi arasinda bir takim farkliliklar vardir. Bu
farkliliklarin anlagilmasi klasik olarak yapilmasi zor veya imkansiz olan infor-
masyon iglemlerinin anlagilmasi acgisindan ¢ok Snemlidir. Bell egitsizlikleri ise
klasik ile kuantum arasindaki farkliligi ortaya koyan en temel ve ilgi ¢ekici 6rnek-
tir. Bu nedenle bu kisimda Bell esitsizliklerine deginecegiz ancak bunu yaparken
amacimiz kuantum diinyasinda karsilagilan paradokslar: gostermek degil dolagik-

11g1 nicel ve nitel olarak incelemektir.

Soyle bir deney diisiinelim: Bir ¢ift kuantum parcacigimiz olsun ve bu parcacik-
lardan biri Ayse’nin digeri de Bora’nin olsun. Ayse’nin parcacigini A ile Boranin
parcacigini da B ile gosterelim. Ayrica Ayse'ninkiler A; ve Ay, Borammnkiler B;
ve By olmak {izere her biri iki kisim 6l¢gme aletine sahip olsunlar. Her ikisi de
ayni anda ve birbirlerinden bagimsiz olarak bir 6lgme aleti se¢ip bunu kullanarak
Ol¢me yapsinlar. Her bir 6l¢cmenin sonucu da +1 yada —1 olsun. Bell esitsizlikleri
olarak adlandirilan genis bir grubun bir iiyesi olarak Clauser-Horne-Shimony-Holt

(CHSH) esitsizligi
E(A1By) + E(A3By) + E(A3By) — E(A1By) < 2, (3.2.1)

seklinde belirtilir (Clauser, Horne, Shimony, ve Holt, 1969). Buradaki E(A;B,)
ifadesi Ayse'nin A; ile Bora'nin da B, ile 6lgme yaptigindaki beklenen degeri

gostermektedir.

Bu durumda iki kabul yapilir:

(i) Her bir 6lgme, sistemin objektif olarak bir 6zelligini gosterir. Bunun anlami
parcacigin ayni klasik fizikte oldugu gibi 6lgme yapilmadan 6nce o parcacigin

o Ozelligine ait bir nicelige sahip olmasidir.

(ii) Ayse’nin yaptigr 6lgme Bora'nin yaptigi dlgmeyi etkilemez. Bu relativite

teorisinden kaynaklanir ¢iinkii hi¢ bir sinyal 151k hizindan daha hizli hareket
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edemez.

Esitsizligi ispat etmek icin beklenen degerlerin toplamini

E(ABy) + E(AyBy) + E(AyBs) — E(A1Bsy)
== E(AlBl —I— AgBl + A2B2 - Ale), (322)
= E(A((By — By) + A3(By + By)), (3.2.3)

seklinde yazariz. Her bir 6l¢gmenin sonucu +1 oldugundan bu bizi soyle iki sonuca

goturir:

e By = By : Budurumda By — By = 0 ve B; + By, = 2 oldugundan,
Al(Bl — BQ) + AQ(Bl + Bg) = +2 olur.

e By = —By : Bu durumda By — By = £2 ve By + By = 0 oldugundan,
Al(Bl — Bz) + AQ(Bl + Bg) = 42 olur.

Boylece her iki durumda da Ay By + Ay B+ A3 Bs — A1 B, = £2 olur. Bu durumda
Bell esitsizligi

E(A1By) +E(AsBy) + E(AsBs) — E(A1By)

= B(A\B) + AyBy + Ay By — A By), (3.2.4)
= Z P (CLl, as, bl, bQ)(Clel + Clle + a2b2 — albg) S 2, (325)
a1,a2,b1,b2

olur. Burada p (aj, as, by, by) ile belirtilen ifade 6lgme yapilmadan 6nce sistemin

Ay = ay, Ay = as, By = by ve By = by durumunda bulunma olasiligidir.

Kuantum mekanigi bu esitsizligi ihlal eder. Simdi de kisaca Ayse ve Boranin

bu esitsizligi nasil ihlal ettigine bakalim. Bunu goérmek i¢in her birine iki farklh



gozlemlenebilir verelim

A =
Ay =

Ayrica
[¥)

Zla

X1,

—Zy — Xo
—\/§ 5
Zy — Xo
V2

_ Jo1) - J10)

7

olmak iizere bu gozlemlenebilirlerin beklenen degerleri

E(AlBl)
E(AgBl)
E(AyBs)

E(A1Bs)
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(3.2.6)
(3.2.7)
(3.2.8)

(3.2.9)

(3.2.10)

(3.2.11)
(3.2.12)
(3.2.13)

(3.2.14)

seklindedir. Boylece (3.2.1) ifadesi ile verilen egitsizligin saglanmadigy goriiliir

E(A\By) + E(A3B)) + E(A3By) — E(A1By) = 2V2 £ 2.

(3.2.15)

Buradan da anlagildig gibi bir EPR ciftinin yani dolagik kuantum durumlarinin

Bell esitsizligini ihlal ettigi goriiliir.

3.3 Dolasik ve Ayrilabilir Kuantum Durumlari

Kuantum informasyon iglemlerinde kullanilan pek ¢ok kavram en iyi sekilde

iki kisimh sistemler kullanilarak aciklanabildigi i¢in ve tezin kapsaminda yap-

mis oldugumuz hesaplamalarda iki kisimhi sistemleri kullandigimiz igin dolagiklik

ile ilgili matematiksel tanimlamalarimiz iki kisiml sistemleri géz 6niinde bulun-
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durarak yapacagiz.

Kuantum mekaniginin ¢ok biiyiik bir kismi ayrilabilir durumlardan olusur
ve bunlar Bell esitsizliklerini ihlal etmezler. Matematiksel olarak tanimlamak
gerekirse, H = H4 ® Hp Hilbert uzayinda bulunan bir |¢)) saf durumu (pure
state) ‘@Z)A> € Hy ve |¢B> € Hp olmak tizere;

¥y = [v*) @ [¥7), (3.3.1)

seklinde yazilabiliyorsa ayrilabilirdir. Aksi halde bu |¢)) kuantum durumu dolagik-
tir denir. Ayrilabilir saf durumlara 6rnek olarak [¢)) = |0,0) kuantum durumu
verilebilir. Dolagik saf durumlara 6rnek olarak ise daha 6nce (2.3.3-6) ifadeleri ile

verilen |Boo), |Bo1), |Fro) ve |Fi1) seklindeki Bell durumlari verebilir.

Bir karma durum (mixed state) ise eger iki kisi arasinda klasik bir yolla hazir-
laniyorsa ayrilabilirdir. Bu sekilde hazirlanmig bir yogunluk matrisi (density mat-
rix) sadece klasik korelasyonlar igerir. Matematiksel olarak ifade edecek olursak

bir karma durum eger

p = Zpi [y (Wit @ | (v, (3.3.2)

= Y piptepl, (3.3.3)

seklinde yazilabiliyorsa ayrilabilirdir, yazilamiyorsa dolagiktir. Buradaki p; kat-
sayilar1 olasiliklar olup 0 < p; < 1 ve >, p; = 1 kosullarimi saglarlar. Ayrnila-
bilir bir karigim durumuna érnek olarak p = 1(|0,0) (0,0] 4 [1,1) (1,1]) veri-
lebilir. Dolagik bir karma durumuna &rnek olarak ise 1/3 < p < 1 olmak {izere
pw = (1 —p)30+ p|®T) (P Werner durumu verilebilir. Buradaki [®T) = |fGg0)
seklindeki Bell durumudur. Tiim dolagik saf kuantum durumlar1 Bell egitsizlik-
lerini ihlal ederler ancak ayni kosulu karma durumlar i¢in séylemek zordur. Buna

ornek olarak Werner durumu olarak belirtilen kuantum durumu verilebilir.
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3.4 Aynlabilirlik Kriterleri

Verilen bir p yogunluk matrisi i¢in (3.3.2) ifadesinde belirtildigi gibi bir ayrigtir-
ma (decomposition) bulmak her zaman kolay degildir. Bu nedenle bu gekilde bir
ayrigtirma, kullanimi kolay olan bir kriter degildir. Bunun yerine daha kullanigh

kriterler gerekir. Simdi kisaca bunlara bakalim.

3.4.1 Islemsel Ayrilabilirlik Kriteri
3.4.1.1 Schmidt Ayristirmasi:

Schmidt ayrigtirmasi (Schmidt decomposition) saf kuantum durumlarimin ayrila-

bilir olup olmadigini incelemek i¢in gerekli ve yeterli olan basit bir kosuldur.

Simdi, boyut(H4) = M ve boyut(Hg) = N > M olmak iizere, H = Ha ® Hp
uzaymda bulunan birlegik bir sistem diiglinelim. |¢) ¢ H olmak tizere bir |¢) saf

durumu

) = ZA [ty [P), (3.4.1)

seklinde yazilabilir. Buradaki |¢;4> ifadesi A sistemine ait, |¢ZB > ifadesi ise B
sistemine ait ortonormal kuantum durumlaridir. Bunlara bazen Schmidt bazlari
da denir. \; > 0 ve >_.A? = 1 olmak iizere \; katsayilarima Schmidt katsayilari

denir. Bu katsayilar

Trp(l) (¥]), (3.4.2)

seklindeki indirgenmis yogunluk matrisinden (reduced density matrix) hesaplanir
ve bu matris \? 6zdegerlerine sahiptir. Bu 6zdegerler iginden sifirdan farkl olan-
larin sayist Schmidt sayisi olarak adlandirilir ve r ile gosterilir. Eger » = 1 ise
verilen saf kuantum durumu ayrilabilirdir. » > 1 oldugunda ise verilen saf kuan-

tum durumu dolagik olur.
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Saf kuantum durumlar i¢in kolay olan bu kriter karma kuantum durumlarinda

ise daha zordur. Bu nedenle bagka islemsel kriterler gereklidir.

3.4.1.2 Peres-Horodecki Kriteri (PPT):

Verilen bir yogunluk matrisinin dolagik olup olmadigini belirlemek i¢in Peres-
Horodecki kriteri veya diger bir deyigle pozitif kismi transpoz (PPT) kogulu kul-

lanilabilir.

boyut(H4) = M ve boyut(Hg) = N > M olmak tizere, H = H4 ® Hp Hilbert

uzayinda bulunan birlegik bir sistemin yogunluk matrisi

p=2_pi [v) (W @ [v7) (¥7|, (3-4.3)
seklinde yazilabilir. Birlesik bir sisteme ait yogunluk matrisinin kismi transpozu
alt sistemlerden sadece birinin transpozu alinarak bulunabilir. Bylece herhangi

bir ayrilabilir kuantum durumunun B alt sistemine gore kismi transpozu
= Y (o) (6] @ (6P (WP (3.44)
P Pi 1 1 2 2 ) T

seklinde bulunur. (WZB ) (WP |)T ifadesi B sistemi i¢in yine bir yogunluk matrisi
olacagmmdan p’® > 0 olur. Aym sonuc A sistemine gére kismi transpozun alin-
masiyla da bulunabilir. Buna gore ayrilabilir bir kuantum durumunun herhangi

bir alt sisteme gore kismi transpozu pozitiftir (Peres, 1996).

Iki kisimh sistemler icin bu sonucun tersi yani p’® > 0 ise verilen kuantum
durumunun ayrilabilir olmasi, sadece birlegik sistemlerin boyutlar1 2x2 ve 2x3
olarak belirtilen diigiik boyutlu sistemler i¢in gegerlidir. Bu sistemlerde PPT
ayrilabilirlik i¢in gerekli ve yeterli bir kogul olugturur (M. Horodecki, P. Horodecki
ve R. Horodecki, 1997). Daha biiyiik boyutlar i¢in ise PPT sadece gerekli bir kogul
olugturur (Horodecki, 1997).
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3.4.1.3 Indirgeme Kriteri:

Indirgeme kriteri (reduction criterion) PPT kriterinden daha az etkin bir ayrila-
bilirlik kriteri olmasina ragmen damitilabilir dolagiklikta ilging bir rol oynamasin-
dan dolay1 énemlidir. Tim ayrilabilir kuantum durumlar: bu kriteri saglarlar.

Kriterin saglanmamasi ise kuantum durumun dolagik oldugunu gésterir. Bu kriter
A (o) =1Tro — o, (3.4.5)

seklinde bir esglesme kullanir. Buradaki I ifadesi birim operatorii gostermektedir.
Eger 0> 0 ise I Tro — 0> 0 olacak ve boylece A porzitif bir eglesme olacaktur.
Eger verilen bir yogunluk matrisi ayrilabilir ise (I ® A,)p > 0 olacagindan

pa®l—p >0, (3.4.6)
IQpg—p > 0, (3.4.7)

kogullar1 saglanacaktir. Buradaki p4 ve pp ifadeleri indirgenmis yogunluk matris-

leri olup ps = Trp(p) ve pg = Tra(p) seklinde tanmmhdirlar.

PPT kriterinde oldugu gibi bu kriterde sadece birlesik sistemin boyutlarr 2x2
ve 2x3 oldugu durumlarda ayrilabilirlik igin gerekli ve yeterli bir koguldur. Diger
boyutlardaki sistemler igin ise sadece yeterli bir kogul olugturur (M. Horodecki ve

P. Horodecki, 1999).

3.4.2 Islemsel Olmayan Ayriabilirlik Kriteri:

Islemsel olmayan ayrilabilirlik kriterleri (nonoperational separability criteria)
ana probleme yonelen ancak verilen bir kuantum durumunun ayrilabilirlik 6zel-
ligini kontrol etmek icin basit bir uygulama saglamayan kriterlerdir. Simdi bun-

lardan ikisine kisaca deginelim.
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3.4.2.1 Porzitif Eslesmeler:

Pozitif bir eglesme (positive map) pozitif operatorleri pozitif operatorlere egles-
tirir. Bu eglesmenin daha genis bir Hilbert uzayma genisletilmesi de pozitif bir
eslegme ise bu eglesmeye tamamen pozitif (completely positive (CP)) eslesme
denir. Ancak iki kistmli bir sistemin tiim fiziksel durumlarimin ayrilabilir oldugu
diigiiniiliirse eslesmenin pozitif olmasi yeterli bir kogul olur. Buna gore verilen bir

p yogunluk matrisi, sadece ve sadece herhangi bir A pozitif eglesmesi i¢in
(IT®A)p =0, (3.4.8)

kosulunu saghyorsa ayrilabilirdir (M. Horodecki, P. Horodecki ve R. Horodecki,
1996). Bunu daha agik olarak (3.3.3) ifadesine uyguladigimizda

oAy = @A) pptepf, (3.4.9)

= > piptehp? >0, (3.4.10)

seklinde goriirliz. Sonug¢tan da goriildiigii gibi p yogunluk matrisi ayrilabilirdir.

3.4.2.2 Dolasiklik Kaniti:

Dolagiklik kanit1 (entanglement witness) kriteri bir kuantum durumunun dola-
sikligini belirlemek i¢in kullanilir. Buna gore verilen bir yogunluk matrisi, W

Hermitik bir operator olmak iizere eger sadece ve sadece
Tr(Wp) <0, (3.4.11)
kosulunu sagliyorsa dolagiktir. Buna kargin herhangi bir ayrilabilir durum i¢in ise

Tr(Wp) > 0, (3.4.12)
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kogulunu saglar (M. Horodecki, P. Horodecki ve R. Horordecki, 1996). Dolagiklik

kanitinin kullanimi matematiksel olarak oldukca islevseldir, fakat pratik acidan
bakildiginda bu iglevselligini kaybeder; ¢iinkii sistemin boyutlarinin biiytimesi du-

rumunda elde edilmesi oldukc¢a zordur.

3.5 Nicel Olarak Dolasikhk

Simdiye kadar incelemis oldugumuz kriterler dolagikligi nitel olarak inceler, yani
verilen bir kuantum durumunun dolagik veya ayrilabilir oldugunu belirler, fakat
bunlarin miktarlar1 hakkinda herhangi bir yorum yapmaz. Verilen bir kuantum
durumunun dolagikliginin nicel olarak belirlenmesi olduk¢a zordur, ancak bazi
durumlarda iyi sonuglar veren dolagiklik 6l¢iileri bulunmaktadir. Bu nedenle bu
kisimda dolagiklik dlgiilerinin genel 6zelliklerine deginerek bazi 6nemli dolagiklik

Olciilerine bakacagiz.

3.5.1 Dolasiklik Ozellikleri

FE'ile gosterdigimiz dolagiklik 6l¢iileri bazi kogullar: saglamak zorundadirlar, an-
cak bu kogullarin hepsinin gerekli olup olmadigi heniiz kesin olarak bilinmemek-
tedir ve gercekte bazi dolasiklik Olgiileri bu kosullardan bazilarini saglamazlar.

Simdi bu o6zelliklere bakalim:

1. Dolagiklik hi¢ bir zaman negatif olamaz,

E(p) > 0.

2. Verilen bir kuantum durumu eger ayrilabilir ise dolagiklik sifirdir,

E(p) = 0.
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3. Dolagiklik yerel iglemler ve klasik iletisim (LOCC) altinda artmaz,

E(Arocc(p)) < E(p).

4. Stireklidir yani iki yogunluk matrisi arasindaki uzakligin sifira gittigi du-
rumda bu yogunluk matrislerinin dolagikliklar1 arasindaki fark da sifira
gider,

lp—oll =0  i¢n  E(p)—E(o) —0.

5. Toplanabilirdir yani n tane 6zdes kuantum durumunun dolagiklig1 bir tane

kuantum durmunun dolagikliginin n katidir,

E(p®") = nE(p).

6. p ve o gibi iki yogunluk matrisinin tensor ¢arpiminin dolagikligi bunlarin

ayr1 ayr1 dolagikliklarinin toplaminindan daha biiyiik olamaz,
E(p® o) < E(p) + E(0).

7. Dolagiklik 6l¢iisti 0 < A < 1 igin konveks bir fonksiyon olmalidir,

EQp+ (1—No) < AE(p) + (1 — NE(0).

3.5.2 Baz Dolasiklik Olgiileri

Iki kistmh bir sistemin [¢) ile verilen bir kuantum saf durumu igin bu sis-
teme ait indirgenmis yogunluk matrisinin von Neumann entropisi iyi bir dolagiklik
olgiisiidiir

S(pina) = =T7(pina 10g pina)- (3.5.1)

Buradaki p;,q ifadesi sistemin indirgenmis yogunluk matrisini géstermektedir.

Karma kuantum durumlar i¢in ise tek bir dolagiklik 6l¢iisii yoktur, ancak tiim
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dolagiklik dlgiileri iki kisimli saf kuantum durumlari ile uyumlu ve bunun yaninda

indirgenmis yogunluk matrisinin von Neumann entropisine de egit olmalidir.

Baz1 6nemli dolagiklik 6lgiileri olarak dolagiklik maliyeti (entanglement cost),
olugum dolagikligi (entanglement of formation), dolagiklik relatif entropisi (rela-
tive entropy of entanglement) ve damitilabilir dolagiklik (distillable entanglement)

belirtilebilir. Simdi kisaca bunlara bakalim.

3.5.2.1 Dolasikhik Maliyeti:

Dolagiklik maliyeti (entanglement cost) bize dolagik bir kuantum durumunu
olugturmanin ne kadar pahal oldugunu belirtir. Bu 6lgii |®1) maksimum dolagik
girdi kuantum durumlarimin iiretilen ¢ikt1 kuantum durumu p’ya olan oraninin
tiim yerel iglemler ve klasik iletigim (LOCC) iglemleri tizerinden minimize edilmig
seklidir

girdi
Mat)

Ec(p) = min lim (3.5.2)

{ALocc} np—o0 n%lktl

3.5.2.2 Olusum Dolasiklig::

Herhangi bir p karma kuantum durumu p =), p; [¢;) (¢;] seklinde kuantum
saf durumlarinin konveks kombinasyonu geklinde yazilabilir. [¢);) saf kuantum du-
rumlarindan olugmug bir yogunluk matrisi igin olusum dolagikhig1 (entanglement
of formation), bu yogunluk matrisinden elde edilmig indirgenmis yogunluk mat-
risinin olasi tiim ayrigtirmalar (decomposition) tizerinden minimize edilmis von

Neumann entropisidir

Ep(p) = min Zpﬁ(p;“d) : (3.5.3)
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3.5.2.3 Dolasiklik Relatif Entropisi:

Dolagiklik relatif entropisini (relatif entropy of entanglement) sezgisel olarak
dolagik p kuantum durumunun en yakin ayrilabilir ¢ kuantum durumuna mesafesi

olarak diigiinmek miimkiindiir

Eg(p) = min Trlp (logp —loga)], (3.5.4)

ancak bu matematiksel bir mesafe degildir (Vedral, Plenio, Rippin, ve Knight,
1997).

3.5.2.4 Damitilabilir Dolasiklik:

Damutilabilir dolagiklik (distillible entanglement) bize p gibi dolagik bir kuan-
tum durumundan ne kadar dolagiklik ¢ikarabilecegimizi gosterir. Yani |®T)
dolagik ¢ikti kuantum durumlarinin maksimum sayisinin gerekli girdi kuantum
durumu p’ya olan oraninin tiim yerel iglemler ve klasik iletisim (LOCC) iizerinden

maksimize edilmis seklidir

nglktl
[v+)

(3.5.5)

Ep(p) = max lim —— .
{ALocc} np—o0 n%lrdl

Bu tamima gore damitilabilir dolagikligi dolagiklik maliyetinin tersi gibi diigiinmek

mumkindiir.

Tiim bu dolagiklik 6l¢iilerinin biiyiikliikleri arasinda bazi iligkiler vardir. Buna
gore damitilabilir dolagiklik tiim olciiler i¢inde bir alt sinir, dolagiklik maliyeti ise
bir iist sinir olugturur. Bu durumda karma kuantum durumlarina ait dolagiklik
oOlciileri icin

Ep(p) < E(p) < Ec(p), (3.5.6)

iligkisi yazilabilir.
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Goriildiigii gibi dolagiklik Ol¢iisii olarak farkli kavramlar onerilmistir, ancak
olusum dolagikhigr yontemiyle geligtirilmis olan uyum (concurrence) yontemi iki
parcaciktan olugmus sistemlerin karma durumlarinin dolagikligi i¢in en ¢ok kul-
lanilan bir yontem olmugtur (Hill ve Wootters, 1997; Wootters, 1998). Tezin kap-
saminda ¢aligilmig olan homojen olmayan bir manyetik alanda bulunan iki kubitlik
Ising zincirinin dolagikliginin incelenmesinde de uyum yontemi kullanilmistir. Bu
amagla yontem ile ilgili kavramlar ve igleyis modelin incelendigi beginci boliimde

verilmigtir.

Bunun yaninda iyi bir dolagiklik 6l¢iisii olmasina ragmen uyum ii¢ durumlu
sistemlerin incelenmesi igin iyi bir 6l¢ii degildir. Boyle durumlar igin ise Peres-
Horodecki kriterinin nicel versiyonu olarak gelistirilmis olan negatiflik (negati-
vity) iyi bir yontemdir (Vidal ve Werner, 2002). Literatiirde ¢ok sayidaki gahs-
mada kullanilmig olan bu yéntem tezin altinci béliimiinde incelenen Dzialoshinski-
Moriya (DM) etkilegsmesine sahip iki kutritlik Ising zincirinin dolagikliginin ince-
lenmesinde de kullanilmigtir. Bu amacla bu yontem ile ilgili kavramlar ve igleyis

tezin altinci boliimiinde belirtilmigtir.



BOLUM DORT
KUANTUM DOLASIKLIGIN UYGULAMALARI

Dolagiklik kuantum hesaplama ve kuantum informasyon iglemleri i¢in bir kay-
naktir ¢linkii klasik olarak yapilmasi miimkiin olmayan iletigim ve informasyon
islemlerinin gergeklestirilmesi i¢in dolagiklik kullanilabilir. Bu nedenle bu kisimda
kuantum teleportasyon, dolagiklik degis-tokusu ve siiperyogunluklu kodlama gibi
dolagikligin 6nemli 6l¢iide kullanildigi ve kuantum informasyon iglemlerinin an-

lagilmasinda 6nemli bir rol oynadigi bu uygulamalara kisaca deginecegiz.

4.1 Kuantum Teleportasyon

Kuantum teleportasyon, verici ile alic1 arasinda kuantum durumlarimi hareket
ettirip bir yerden bagka bir yere gonderebilen bir yontemdir. Kuantum telepor-
tasyonun nasil ¢aligtigini anlamak igin su érnege bakalim. Ayse Bora’yla iletigim
kurmak igin Bora’ya |¢)) = «|0) + 3|1) seklinde durumu bilinmeyen bir kubit
gondermek istemektedir. Bu iletisimin gerceklesmesi igin Ayse ve Bora sadece
bir telefon ve bir ¢ift dolagik kubite sahiptirler. Ayse i¢in bunu gerceklestirmenin
bir yolu kubiti 6l¢iip 6lgme sonucuna gore, kubiti tahmin edip bunu telefonla
Bora’ya anlatmaktir, ancak bu gekilde bir kuantum durumu tam dogrulukla ak-
tarilamaz. Genel olarak durumu bilinmeyen bir kubit klasik anlamda oldugu gibi
kopyalanip aktarilarak ifade edilemez. Bu, bilinmeyen bir kuantum durumunda
bulunan bir kubitin kopyalanamayacagi seklinde belirtilen kuantum informasyon
teorisinin ¢ok temel bir ilkesini (Dieks, 1982; Wootters ve Zurek, 1982) ihlal etmek

demektir.

Ayse Bora’ya durumu bilinmeyen bu [¢)) kubitini ancak teleportasyon ile gon-
derebilir. Boylece bu kuantum durumu bir yerden bagka bir yere aktarilmig olur.

Yapilan is kopyalanma degildir sadece kubitin bir yerden bagka bir yere tagin-
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masidir. Bu iglemin maksimum dolagik bir ¢ift kubit kullanilarak nasil gercek-

legtirilecegi sorusuna ise Bennet ve diger. (1993) tarafindan yanit verilmigtir.

Teleportasyon islemi soyle gerceklesir: Ayse ve Bora bir arada bulunduklar:
donemde bir EPR ¢ifti olusturmuslar ve ayrilirlarken herbiri bu EPR c¢iftinin
bir parcasini almigtir. Daha sonra Ayse teleportasyon yapmak istediginde, |¢)
kubitini EPR ¢iftinin kendinde olan parcasiyla etkilegtirir. Ardindan bu iki kubite
6lgme yapar ve 00,01, 10 ve 11 gibi olasi dort sonugtan birini elde eder. Elde ettigi
bu bilgiyi Bora’ya gonderir. Ayse’nin gonderdigi bu klasik mesaja gore Bora EPR
¢iftinin kendinde bulunan parcasina bu dort islemden birini uygular ve tekrar
orjinal |¢) kuantum durumunu elde eder. Teleportasyon isleminin daha kesin
aciklanmasi ise agagidaki sekilde verilen kuantum devresi tizerinden gosterilebilir
(Nielsen ve Chuang, 2000). Simdi adim adim devre iizerinde bu iglemi inceleyelim:

Teleport edilecek durum [¢)) = «|0) + B|1) kubiti ile verilmigtir. Burada a ve (3

e | 1 IM'I

[¥) H

N
« e
1Boo) |

XM [ ZM — [)

) T ) T T
|70) Y1) l2)  |33) |04)

Sekil 4.1 Bir kubitin teleportasyonu i¢in kullanilan kuantum devresi.

bilinmeyen genliklerdir. Devredeki girdi durumu

o |1/}>||ﬁ(>)0>|’> 1y, 1) 0,0+ [1,1) -
0,005+ 11,15 10,00+ 1,1
= [¢) NG _W)T’

1
= E[04\0>(|0,0>+!1,1>)+5\1>(!070>+!1,1>)], (4.1.3)

seklindedir. Burada devredeki iglem boyunca dikkat etmemiz gereken nokta ilk

iki kubitin Ayse’ye ti¢lincii kubitin ise Bora'ya ait oldugudur. Ayrica daha once

de agikladigimiz gibi Ayse’nin ikinci kubiti ile Bora’nin kubiti bir EPR c¢iftidir.
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Ayse kendi iki kubitini bir KDEGIL kuantum mantik kapisina génderir ve

1
1) = E[a 10} (10,0) + |1, 1)) + A1) (I1,0) + 10, 1))], (4.1.4)

elde eder. Elde ettigi bu kuantum durumunun ilk kubitine Hadamard kapisini

uygularsa

|2) = %[a(!0> +11))(10,0) + 11, 1)) + 5(|0) — [1)([1,0) + [0, 1))}, (4.1.5)

kuantum durumunu elde eder ve terimlerin tekrar gruplanmasiyla bu

[¢2) = %[|0,0> (@]0) + 511)) +10,1) (a[1) + 50))
+11,0) (a[0) = 5[1)) + |1, 1) (a[1) = 3]0))], (4.1.6)

seklinde yazilip dort terime ayrilmis olur. Ilk terim |0, 0) kuantum durumundaki
Ayse’nin kubiti ve a |0) 45 |1) kuantum durumundaki Bora'nin kubitinden olusur.
Buradan da goriildiigi gibi Boranin kubiti |¢)) orjinal kuantum durumudur. Eger
Ayse kendi kubitini 6lger ve sonucu |0, 0) bulursa Boranin kubiti |¢) kuantum du-
rumunda olacaktir. Benzer gekilde Aysenin 6lgliim sonuglarindan Bora’nin kuan-

tum durumunu okumak miimkiindiir:

00 — [¢5(0,0)) = [ [0) + B 1)), (4.1.7)
01 — (0, 1)) = []1) + B10)), (4.1.8)
10 — |13(1,0)) = [« ]0) — B[1)], (4.1.9)
11 — |¢5(1,1)) = [ [1) — 30Y]. (4.1.10)

Sonugta Ayse’nin 6l¢lim sonucuna bagli olarak Bora’nin kubiti bu olas1 doért sonug-
tan birinde bulunacaktir, ancak hangisinin oldugunun bilinmesi i¢in Ayse’nin
Ol¢iim sonucunu Bora’ya gondermesi gerekmektedir. Bora bir kere ol¢gme sonu-
cunu 6grenirse uygun kuantum kapilarini kullanarak |¢)’yi tekrar elde edip kendi
durumunu belirginlestirir. Ornegin Ayse'nin él¢mesinin 00 verdigi sonucta Bora'nin
birgey yapmaya ihtiyaci yoktur ¢iinkii elde edilen orjinal durumun aynisidir. Eger

6l¢gme sonucu 10 ise Bora kuantum Z kapisini, eger 6l¢gme sonucu 01 ise kuan-
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tum X kapisii kullanarak kendi durumunu belirginlestirir. Ol¢me sonucu 11
oldugunda ise once X sonra da Z kapisimi uygulayarak kendi durumunu belir-
ginlegtirir. Sonug olarak Bora’nin [¢)) kuantum durumunu tekrar elde edebilmesi

icin kendi qubitine ZMt XMz déniigiimiinii uygulamasi gerekmektedir.

Kuantum teleportasyonun iki ilging sonucu vardir: Birincisi isiktan hizli iletisi-
me izin vermez ¢linkii teleportasyonun tamamlanmasi i¢in Ayse’nin kendi 6lgme
sonucunu Bora’ya telefon, e-mail veya radyo dalgasi gibi klasik bir iletigim kanali
iizerinden gondermesi sarttir. Klasik iletigim kanali ise 151k hiziyla sinirh oldugu
i¢in 191k hizindan daha hizli bir iletigsim gerceklesmez ve relativite ilkesi ihlal
edilmemis olur. Ikincisi ise teleportasyon icin kuantum durumunun bir kopyasimin
yapilmasidir; fakat bu islem klonlanamama teoremi ile ¢eligir, ancak buradaki bir
ihlal degildir ¢iinkii teleportasyondan sonra sadece hedef kubit |¢) kuantum du-
rumundadir. Ilk kubite yapilan 6lgme sonucuna bagl olarak orjinal data kubiti

ise |0) veya |1) kompiitasyonel baz durumlarimdan birinde olur.

Buradan goriildiigi gibi, teleportasyonda yerel iglemler ve klasik iletigimin (lo-
cal operations and classical communication (LOCC)) iki temel unsur oldugu sonu-
cuna varilabilir. Her bir birey kendi kubitine yerel kuantum mekaniksel iglemler

yapmugtir. Ol¢me sonuclarmin iletilmesi icin de klasik iletisim kullanilmustir.

Teorik olarak teleportasyon burada anlatildigi gibidir, ancak deneysel olarak
da teleportasyonun gergeklestirildigi ¢aligmalar bulunmaktadir (Boschi ve diger.,
1998; Bouwmeester ve diger., 1997; Nielsen, Knill, ve Laflamme, 1998; Furusawa
ve diger., 1998; Barrett ve diger., 2004; Marcikic ve diger., 2004; Riebe ve diger.,
2004; Ursin ve diger., 2004; Sherson ve diger., 2006).

4.2 Dolasiklik Degis-Tokusu

Genellikle kuantum dolagiklik, birbirlerine yakin olan iki parcacik arasinda

gerceklesen dogrudan bir etkilesmeden kaynaklanir. Bunun yaninda daha 6nce
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birbirleriyle hi¢ etkilesmemis ve aralarinda g¢ok biiyiik uzakliklar bulunan iki
parcacik arasinda da kuantum dolagiklik olmasi miimkiindiir (Bennett ve diger.,
1993; Yurke ve Stoller, 1992; Zukowski ve diger., 1993). Bu olaya dolagiklik
degis-tokugu (entanglement swapping) denir ve 6nceden dolagik olan sistemler-
den dolagik olmayan sistemlere dolagikligin aktarilmasi olarak tanmimlanir. Bu
baglamda dolasiklik degis-tokusu, kuantum teleportasyon ile yakindan ilgilidir.
Bilindigi gibi kuantum teleportasyonda, bir sistemin kuantum durumu klasik
iletigsim kanallar1 araciligiyla bagimsiz fiziksel bir sisteme ortak bir dolagiklik kay-
naginin kullanilmasiyla iletilir. Buna karsilik dolagiklik degis-tokusunun amaci
ise simdiye kadar hi¢ aralarinda dolagiklik olmamig sistemler arasinda dolagiklik

olusturmaktir.

Dolagiklik degis-tokusunda iki EPR cifti kullanilir. Bu EPR ciftlerindeki herbir
kubit 1, 2, 3 ve 4 sayilar ile belirtilir. 1 ve 4 numarali kubitler Ayse’ye, 2 ve 3

numarali kubitler ise Bora’ya aittir. 1 ve 2 numarali kubitler dolagiktirlar ve

10.0), L 1),
\/i )

seklinde bir Bell durumunda bulunurlar. Benzer olarak 3 ve 4 numarali kubitler

|600>12

(4.2.1)

de dolagiktir ve

)y = st s, (1:2:2)

Bell durumunda bulunurlar. Bu iki kuantum durumunun ¢arpimi
10,001, +11,1) 10,0055 +11,1)
|B00)12 1B00) 34 = ( 12\/5 = 34\/5 =), (423)
1
= 5(‘()’ 0)1210,0)34 +10,0)15 |1, 1) 5,
+|1a1>12|070>34+ |171>12|171>34)7 (424)

seklindedir. (4.2.4) ifadesinin 1 ve 4 numarali kubitler ile 2 ve 3 numarali kubitler

birarada olacak sekilde yeniden diizenlenmesiyle

1
|600>12 |ﬁ00>34 = §(|0, 0>14 |0, 0)23 + |0, 1>14 |O7 1>23
+|1’0>14|170>23+ |171>14|171>23)’ (425)
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elde edilir. Ayrica
0,0),, + [1,1) 10,0),5 + [1,1)
L e o utlblls) 1o
1
= 5(‘070>14|070>23+|070>14’171>23
11, 1)1410,0)55 + 1, 1)1 [1, 1)55), (4.2.7)

seklindedir. (4.2.5) ile (4.2.7) ifadelerini karsilagtirdigimizda, (4.2.5) ifadesinde
bazi terimlerin eksik oldugunu goriiriiz. Gerekli cebirsel diizenlemelerin yapil-

masiyla

1
|500>12 |/800>34 = §(|/800>14 |/800>23 + |/610>14 |/610>23
+[B01) 14 B01) a3 + [B11) 14 1811) 23), (4.2.8)

elde edilir. 1 ve 4 numarali parcaciklar Ayse’ye ait parcaciklardir ve Ayse bu
parcaciklar dlgtiigiinde 1/4 olasihkla |Boo),y, |510)14s [B01)14 Ve |B11),, seklindeki
dért olasi sonuctan birini bulacaktir. Olgme yapildigi anda Boranin sistemi ise
1800) 93> 1810)935 1B01)93 Veya |Bi1)q; gibi dort olasi kuantum durumundan birine

¢okecektir. Boylece bundan sonra 2 ve 3 numarali parcaciklar dolagik olacaktir.

Gortildiigii gibi Ayse ve Bora birbirlerinden ¢ok uzakta bile olsalar Ayse 1 ve
3 numarali kendi pargaciklarina bir 6l¢gme yaptiginda, kuantum durumlar1 ¢oke-
cek ve Boramin 2 ve 3 numarali pargaciklar1 dolasik olacaklardir. Bu olay 2 ve
3 numarali parcaciklar daha 6nce birbirleriyle hi¢ etkilegsmeseler bile gergeklesir.
Olayin 6nemini daha iyi kavramak i¢in Ayse 6lgme yapmadan 6nce Cem’in 3
numarali parcacigi alip uzak bir yere gittigini diiginelim. Boylece Ayse kendi
parcaciklarina 6lgme yaptiginda Bora ve Cem bir ¢ift dolagik parcacigi aralarinda
paylagmig olacaklardir. Boyce de teleportasyonu kullanarak birbirlerine bir kuan-

tum durumu aktarabilmek i¢in bir kaynak yaratmig olurlar.

Bu digiince birden fazla gruba dolagiklik dagitmak i¢in benimsenmis (Diir,
Briegel, Cirac, ve Zoller, 1999) ve ¢ok pargaciklara olan genellestirilmesi Bose,
Vedral, ve Knight tarafindan yapilmigtir (1998). Deneysel olarak ise 1998’de Pan,

Bouwmeester, Weinfurter, ve Zeilinger, tarafindan gergeklegtirilmistir (1998).
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4.3 Kuantum Yogunkodlama

Kuantum yogunkodlama kuantumsal iletigimde dolagikligin nasil kullanildiginin
basit fakat 6nemli bir 6érnegidir. Kuantumsal iletisimde kuantum formalizminden
kaynaklanan bazi simirlamalar bulunur. Bunlardan biri Holevo siniridir (Holevo
bound). Buna gore bir kubit en fazla bir bitlik klasik bilgi tagiyabilir, ancak daha
sonra Bennett ve Wiesner’in (1992) geligtirmis oldugu bir protokol olan kuantum
yogunkodlama ile Holevo sinirlamasi agilmigtir. Kuantum yogunkodlama iki bit-
lik klasik bilginin, dolagik bir kubit kullanilarak iletilmesine olanak saglar. Bunu
gerceklestirmek igin tek bir kubit ve bir EPR ¢ifti kullanir. EPR c¢ifti mesaji gon-
deren ve alan arasinda paylagilir. Iki bitlik klasik bilgi aktarmak icin sadece bir
kubite ihtiyag vardir. Bunun gergeklegsmesini saglayan ise dolagikliktir. Dolagiklik,
iki kubitlik bir kuantum durumunu dort ortogonal kuantum durumundan birine

sadece bir kubit ile etkilegtirerek doniigtiirir.

Islemin gerceklesmesi soyledir. Ayse ve Bora baglangicta

_ 00+ Ly
) = 7 7 (4.3.1)
_ 0)410) 5 + (1) 4 |1>B7 (4.3.2)

V2

seklinde bir EPR c¢iftini paylagirlar. Bu ifadeden de anlagilacag1 gibi ilk kubit
Ayse’ye ikinci kubit Bora’ya aittir. Ayrica aralarinda soyle bir kod iizerinde de
anlagmiglardir: zy gibi klasik bir bit dizisi |3,,) seklinde Bell durumlariyla ifade
edilecektir. Burada xy = 00,01, 10 veya 11 geklinde olabilir. Ayse Bora’ya gergek-
ten kendi kubitini géndererek bilgiyi aktaracaktir. Ayse hangi klasik bit dizisini
gondermek istedigine bagli olarak secimine uygun olan tek kubitlik bir kuantum
mantik kapisini kendi kubitine uygular. Ornegin 00 seklinde bir klasik bit dizisi
gondermek istiyorsa (I ® I) yardimiyla [¢) kuantum durumunu dért Bell duru-

mundan birine doniigtiiriir

B |0,0) + |1, 1) B
(II)y) = A | Boo) » (4.3.3)
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eger 01 geklinde bir klasik bit dizisi géndermek istiyorsa |¢)) kuantum duru-

mundaki kendi kubitine X kuantum mantik kapisini uygular

_ L0y +10,1)
(X@I) ) = N |Bot) - (4.3.4)

Benzer gekilde 10 ve 11 geklindeki klasik bit dizileri icin ise sirasiyla Z ve Y

kuantum mantik kapilari uygulanir

_10,0) —]1,1)
(Z&I) ) = Y, R |B10) » (4.3.5)

1Y @1 =— = . 4.3.6

( )[¥) 7 |611) (4.3.6)
Bu iglemler gerceklestirildikten sonra Ayse kendi kubitini Bora’ya gonderir. Bora
elinde bulunan kuantum durumuna ilk olarak, Ayse’nin kubiti kontrol kubiti ol-

mak iizere bir KONTROLLU-DEGIL kuantum mantik kapis: uygular ve

10,0) +[1,0)

00 : |Goo) = Ry (4.3.7)
01:|Bn) = % (4.3.8)
10: |Bi) = W, (4.3.9)
11: |By) % (4.3.10)

sonuglarindan birini bulur. Daha sonra sadece ilk kubite bir Hadamard kuantum

mantik kapisi uygular ve

00 : [Boo) = 0,0), (4.3.11)
01:]60) = 1[0,1), (4.3.12)
10 : |By) = |1,0), (4.3.13)
11:|8n) = [1,1), (4.3.14)

sonuglarindan birini bulur. Bd&ylece Bora Ayse’nin géndermis oldugu klasik bit

dizisini elde eder.
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Kuantum yogun kodlama ile ilgili ilk deneysel ¢alisma 1996’da Innsbruck’ta
kaynak olarak polarize dolagik fotonlar kullanilarak gergeklestirilmistir (Mattle,
Weinfurter, Kwiat, ve Zeilinger, 1996), bunun ardindan konuyla ilgili bagka deney-
sel galigmalar da yapilmigtir (Fang, Zhu, Feng, Du, ve Mao, 1999; Jietai ve diger.,
2003; Mizuno, Wakuni, Furusawa, ve Sasaki, 2005).



BOLUM BES
HOMOJEN OLMAYAN BiR MANYETIK ALANDA BULUNAN
ISING ZiNCIiRiNiN DOLASIKLIGI

5.1 Giris

Kuantum hesaplama ve kuantum informasyona (Divincenzo,1995; Nielsen ve
Chuang, 2000) baktigimizda daha 6nce de belirttigimiz gibi kuantum telepor-
tasyon (Bennett ve diger., 1993), yogunkodlama (Bennett ve Wiesner, 1992),
kuantum anahtar dagilmi (Ekert, 1991), teleklonlama (Murao, Jonathan, Plenio,
ve Vedral, 1999) ve kriptografi (Ekert, 1992; Bennett, Brassard, ve Mermin, 1992)
gibi ¢esitli uygulama alanlar1 goriiriiz. Kuantum dolagiklik ise bu alanlardaki pek
¢ok ¢aligma i¢in potansiyel bir kaynak olugturmaktadir. Buna kargilik bu alan-
larda yapilan ¢caligmalar da kuantum dolagikligin ve onu olusturan mekanizmalarin

daha iyi anlagilmasinda 6nemli bir yer tutmaktadir.

Bu uygulama alanlarindan bagka dolagikligin anlasilip gelistirilmesinde bir bo-
yutlu spin sistemleri (spin zincirleri) de énemli bir yer tutarlar. Bunlar katihal
sistemlerinde dolagiklik iireten mekanizmalara aday olan tipik orneklerdir, an-
cak sadece katihal sistemlerinde degil bagka sistemlerde de kubitler arasi1 etki-
lesmeler Heisenberg modeli gibi spin modelleri ile ifade edilebilir. Heisenberg
modeli kubitler arasi etkilesmeler i¢gin iyi bir adaydir fakat sadece spin sistemleri
i¢in diigtiniilmemesi gerekir. Bununun yaninda kuantum noktalarin (quantum
dots) (Loss ve Divincenzo, 1998), niikleer spinin (nuclear spin) (Kane, 1998) ve
kovuk-KED'nin (cavity-QED) (Imamoglu ve diger., 1999; Zheng ve Guo, 2000)
anlagilmasinda da Heisenberg modelleri gozoniinde bulundurulmugtur. Bunlara
ilaveten kuantum hesaplama (Lidar, Bacon, ve Whaley, 1999) ve KONTROLLU-
DEGIL kuantum mantik kapisi (Zheng ve Guo, 2000) igin de kullanilmigtir.
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Belirtildigi gibi potansiyel uygulamalarindan 6tiirii spin sistemlerinde dolagik-
lik incelemeleri pek ¢ok teorik ve deneysel calismada detayl ve yogun bir sekilde
gerceklestirilmistir. Ornegin iki spin iceren bir sistemin kullamlmasiyla gercek-
legtirilen dolagik kuantum durumlar ile ilgili ilk galigma Nielsen (2000) tarafin-
dan yapilmistir. Bu calismada Nielsen z-yoniindeki bir dis manyetik alan i¢inde
bulunan izotropik bir XXX Heisenberg Hamiltoniyeni ile tanimlanmis bir spin
sisteminin dolagikligin1 hesaplamigtir. Ayrica sifirdan farkli bir sicaklikta, birbir-
leriyle Heisenberg etkilesmesi araciliyla etkilesen iki kubit arasindaki dolagiklig
da incelemigtir. Bu ¢aligmadan sonra O’Connor ve Wootters (2001) antiferro-
manyetik izotropik Heisenberg halkasinin (ring) taban durumunun dolagikhigin
incelemigtir. Daha sonra da Kamta ve Starace (2002) z-yoniindeki bir manyetik
alanda bulunan iki kubitlik Heisenberg XY zincirinin dolagikligini incelemigler ve
belli sicaklik degerlerinde manyetik alanin biiyiikliigiiniin ayarlanmasi ile dolagik
durumlarin ortaya c¢iktigini gostermiglerdir. Bunlarin yaninda izotropik XXX
Heisenberg zincirinde dolasikligin sicaklik ve manyetik alana bagliligi Arnesen,
Bose, ve Vedral (2001) tarafindan incelenmis ve ferromanyetik etkilegsmeler ol-
masi halinde dolagik olmayan kuantum durumlar: olugsmasina ragmen antiferro-
manyetik etkilesmelerin oldugu durumda dolagikligin olustugunu gozlemislerdir.
Bundan sonra da Wang (2002) z-yoniinde uygulanmig bir manyetik alan igerisinde
bulunan izotropik Heisenberg XX kubit zinciri i¢in dolagikligi taban durumda ve

sicakliga baglh olarak incelemistir.

Diger taraftan Heisenberg Hamiltoniyenlerinde goriilen anizotropi 1sisal dolagik-
lik iizerinde 6nemli bir rol oynamaktadir. Bu nedenle Zhou, Song, Guo, ve Li
(2003) tarafindan anizotropik Heisenberg XYZ zincirinin 1sisal dolagikhigi bir dig
manyetik alanin oldugu durumda incelenmistir. Ayrica Wang (2001a, 2001b) iki
kubitlik anizotropik Heisenberg XY modelinde ve anizotropik XXZ modelinde
anizotropik etkilegsmenin 1si1sal dolagiklik iizerindeki etkisini incelemigtir. Yapilan
bu calismalar gostermistir ki 1s1sal dolagiklik anizotropinin diizenlenmesi ile etki-

lenmektedir.

Taban durumda ve 1sisal durumdaki dolagikliklar anizotropideki duruma ben-

zer sekilde diizgiin olmayan manyetik alan ile de etkilenmektedir. Homojen ol-
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mayan Zeeman c¢iftlenimi diizglin olmayan bir manyetik alana neden olur ve ku-
bitlerden olugmus bir yapida da bdyle bir homojen olmayan alan olabilir (Hu ve
DasSarma, 2001; Hu, de Sousa, ve DasSarma, 2001). Bunlarin sonucunda daha
gercekei bir yaklagim olarak diizgiin olmayan bir manyetik alanda dolagikligin in-
celenmesi dikkate degerdir. Bu amagla Sun, Y. Chen, ve H. Chen (2003) diizgiin
olmayan bir manyetik alanda bulunan iki kubitlik Heisenberg XY modelinde 1sisal
dolagikligr ¢caligmiglar ve diizgiin olmayan manyetik alanin 1sisal dolagiklik tize-
rine olan etkilerini gostermiglerdir. Ayrica Asoudeh ve Karimipour (2005) da
manyetik alandaki homojensizliklerin iki kubitlik isotropik XXX spin sisteminin
1isisal dolagikligr tizerine olan etkilerini incelemislerdir. Arkasindan homojen ol-
mayan bir manyetik alanda bulunan iki kubitlik Heisenberg XXZ spin zincirinin
1s1sal dolagikligi Zhang ve Li (2005) tarafindan incelenmigtir. Bu ¢aligmalardan
sonra Yang, Gao, Zhou, ve Song (2006) homojen olmayan bir manyetik alanda bu-
lunan anizotropik Heisenberg XY Z zincirinde 1s1sal dolagikligi calismiglar ve homo-
jen olmayan manyetik alanin dolagikligi nasil etkiledigini incelemigleridir. Ayrica
Hu, Youn, Kang, ve Kim (2006) de diizgiin olmayan bir manyetik alanin var-
liginda iki kubitlik anizotropik Heisenberg XYZ zincirinde dolagikligi incelemigler
ve hem diizgiin olmayan manyetik alanin hem de anizotropinin dolagikligi nasil

etkiledigini gostermislerdir.

Heisenberg modellerinden baska kuantum hesaplama icin yapilan bazi calig-
malarda Ising benzeri etkilegmeler de kullanmilmigtir (Briegel ve Raussendorf, 2001;
Raussendorf ve Briegel, 2001). Bu nedenle spin yonelimine dik (transverse) bir
manyetik alanda bulunan bir boyutlu Ising modelinde dolagiklik Stelmachovic ve
Buzek (2004) tarafindan detayh bir sekilde incelenmigtir. Bunun yaninda Gun-
lycke, Kendon, Vedral, ve Bose (2001) da herhangi bir keyfi yonde bir manyetik
alana sahip bir boyutlu Ising zincirinde 1s1sal dolagikligi incelemigler ve uyum
karigimi (concurrence mixing) igin basit bir kural ortaya koymugturlar. Bu galig-
malara ilave olarak Terzis ve Paspalakis (2004) ise spinlerin konumuna bagh olarak
degisen bir dig manyetik alanda bulunan iki kubitlik Ising modelini incelemislerdir.
Terzis ve Paspalakis yaptiklar1 bu calismada ¢ok diigiik sicakliklar ic¢in 1sisal

dolagikligi x-z-diizleminde bulunan bir manyetik alan i¢in hesaplamiglardir.
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Burada anlatilan caligmalardan goriildiigii gibi Heisenberg modelleri kuantum
hesaplama ve kuantum informasyon islemlerinde siklikla kullanilmaktadir. Diger
yandan yapilmis bazi ¢caligmalar da Ising spin sisteminin kuantum hesaplama i¢in

kullanilabilecegini gostermektedir (Raussendorf ve Briegel, 2001).

Bu nedenle tezin literatiire orjinal katkisi olan yapmig oldugumuz bu calig-
mada homojen olmayan bir manyetik alandaki Ising zincirinin 1sisal dolagikligini

inceledik.

5.2 Model ve Hesaplamalar

Homojen olmayan bir manyetik alanda bulunan N kubitlik izotropik Ising

modelinin Hamiltoniyeni, & = 1 ve Bohr magnetonu pp = 1 olmak {izere

N

H=1JY oioiy,+ Y (B+boi+ > (B-b)oj, (5.2.1)
i=1 k tek k cift

seklinde verilir. Burada ¢® (o = x,y,z) Pauli matrisleri olup, J komsu spin-

ler arasindaki antiferromanyetik ¢iftlenim sabitidir. Homojen olmayan manyetik

alan, uygulanan dig B manyetik alanina bir b homojensizlik parametresinin katkilan-

masiyla saglanmistir ve yakin komsulara etki eden homojen olmayan manyetik

alanlar sirasiyla (B + b) ve (B — b) seklindedir.

Homojen olmayan bir manyetik alanda iki kubitlik Ising modelinin (5.2.1) ile

verilen Hamiltoniyenini tensor carpimlari cinsinden
H=2J(0*"®0*)+ (B+b)(c"®1)+ (B-b(I®7"), (5.2.2)

seklinde verebiliriz. Ising modelinin alisilmig seklinde oldugu gibi eger homojen ol-
mayan manyetik alan z-ekseni dogrultusunda olsaydi, Hamiltoniyen {|0,0), |0, 1) ,
|1,0),]1,1)} seklindeki standart bazda kogegen oldugu i¢in dolagiklik gozlen-

mezdi. Bu nedenle calistigimiz bu modelde homojen olmayan manyetik alan
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z-eksenine dik olan z-ekseni dogrultusunda segilmigtir. Boylece (5.2.2) ile verilen

Hamiltoniyenin matris ifadesi

0]  (B-b) (B+b) 0
| B-v 2 0 (B+b)
| B+ 0 2] (B-b) |

0 (B+b) (B—b) 2J

seklinde olur. Bu H matrisinin 6zdegerleri

E, = 2V2+ 2,
E, = =2V + J2,
E; = 2VB2+J2,
E, = —2VB2+ J?,

seklinde olup bunlara karsilik gelen 6zvektorler

Y1) = £(10,0) = [1,1)) = n(]0,1) = ]1,0)),
[Y2) = €(0,0) = [1,1)) = «(]0,1) = [1,0)),
[¥s) = 6(10,0) +[1,1)) + x(|0,1) — [1,0)),
[¥a) = ~(10,0) + 1, 1)) + (|0, 1) — [1,0)),

seklindedir. Burada kullanilan &, 0, ¢, «, 9, X, 7, ve k terimleri ise

= (VR T2=J)/b, ¢y= (=0 + J2—J)/b,
¢3 = (VB2 +J2 = J)/b, ¢1=(—VB>+J>—J)/b,

olmak tlizere

E=01/V2+20%, n=1/\/2+2¢3,
C=6o/\/2+2683, a=1/y2+243,
=1/\/2+263, X =ds/\/2+2¢3,
Y =1/V2+20%, =i/ \/2+2¢3,

seklinde tanimhidir.

(5.2.3)

(5.2.8
(5.2.9
(5.2.10

~—  — ~— ~—

(5.2.11

(5.2.12)

(5.2.13)
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Sistem 1s1sal dengede oldugunda yogunluk matrisi

e P

p= 5 exp(—H/ksT) = Y2 10s) (] (5.2.14)

seklinde olup burada belirtilen Z = Trlexp (—H/kgT)| = > exp (—E;/kpT)
ifadesi boliistim fonksiyonudur. 7' sicaklik, kg ise Boltzmann sabiti olup, hesapla-
malarimizda kg = 1 olarak alimmigtir. Wootters formiiliine (Hill ve Wootters,
1997; Wootters, 1998) dayanan ve iki pargacik arasimndaki dolagiklik 6lgiisii olan
uyum C' ise

C = max{)\l — )\2 — )\3 — /\4, 0}, (5215)

seklinde tanimhidir. Burada ifade edilen \; degerleri pp matrisinin biiyiikliikleri
azalan sekilde siralanmig 6zdegerleridir. Ayrica burada ifade edilen spin déndiiren

(spin-flipped) p matrisi
p=(cY®d")p (0¥ ®a"), (5.2.16)

seklinde tanimhdir. (5.2.16)’da goriilen p* ifadesi ise yogunluk matrisinin komp-
leks eslenigidir. Biz calisgmamizda model aldigimiz iki kubitlik sistemimiz igin
dolagiklik 6l¢iisii olarak uyumun karesini kullandik. Bunun analitik olarak ¢oziimii
yapilabilir fakat ¢calismamizda pp matrisinin kdgegenlestirilmesinin zor olmasindan

dolay1 sonuglarimizi grafiksel olarak gosterdik.

5.3 Sonugclar ve Tartisma

Sekil 5.1de farkli b homojensizlik degerleri i¢in homojen olmayan bir manyetik
alanda bulunan iki kubitlik Ising zincirinin dolagikligini 7" sicakliginin ve B manye-
tik alaninin fonksiyonu olarak ¢izdirdik. Tam B = b = 0 degerinde Hamiltoniyen
{]0,0),1]0,1),|1,0),|1,1)} standart bazinda kdsegen oldugu igin dolagiklik olug-
maz. Buna kargin Sekil 5.1’den de anlagildigi gibi B ve b’nin sifirdan farkli oldugu
degerlerde dolagiklik olusur. Diger yandan, sabit manyetik alan degerinde dolagik-

lik sicaklik arttikca azalir. Bunun yaninda sekilden goriildiigii tizere b homojen-
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Sekil 5.1 Farkli b homojensizlik dereceleri i¢in T' sicakliginin ve B
manyetik alaninin fonksiyonu olarak dolagikligin kontur grafikleri:
(a) b=0,1; (b) b=0,3; (¢c) b=10,5; (d) b=0,7; (e) b =10,9; (f)
b=1,1;(g) b=1,3; (h) b=1,5; (J =1).
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sizlik derecesi iki kubitlik Ising zincirinin dolagiklig1 iizerinde 6nemli bir etkiye
sahiptir. Sekillerden dolagikligin iki farkli bolgede yogunlastigr goriiliir ve B = b
degerinde B, ile belirtilen kritik bir nokta bulunmaktadir. Hamiltoniyen’den elde
edilen 6zvektorlere baktigimizda bunlarin Bell durumlarinin lineer kombinasyon-
lar1 oldugu goriiliir. Boylece tiim Bell durumlar: dolagikliga katk: yapmaktadir.
Bununla beraber b’nin kii¢iik degerleri igin dolagiklik B > B, bolgesinde baskin bir
sekilde olusmaktadir. Bu bolgede E, = —2v/B2 + J2 ile belirtilen enerji seviyesi
ve buna karsilik gelen |¢4) Bell durumu dolagikhiga biiyiik oranda katki yapar.
Diger taraftan b'nin biiyiik degerleri i¢in dolagiklik B < B, bolgesinde baskin
bir sekilde olusmaktadir. Bu bélgede enerji diizeyi Fy = —2v/02 + J2 olup buna
kargilik gelen [¢5) Bell durumu dolagikhiga etkili bir gekilde katki yapmaktadir.
Dahas1 B, kritik degerinde dolagiklik Sekil 5.1 (c), (e), (f) ve (h)’den de gorildiigi
gibi baz1 b homojensizlik degerleri i¢in hizli bir gsekilde azalirken, Sekil 5.1 (b), (d)
ve (g)’den de goriildiigii gibi bazi b homojensizlik degerleri i¢in yumusak bir ge-
kilde azalip minimum dolagiklik degerlerine ulagmaktadir. Dolagikligin B ve b'nin
birbirlerine gore aldig1 degerlere bagh olarak B, kritik noktasindaki bu davranigi

bir salimim davranigi olarak ifade edilebilir.

Sekil 5.2’de de farkli T" sicaklik degerleri icin iki kubitlik Ising zincirinin dolagik-
liginin kontur grafiklerini, B manyetik alaninin ve b homojensizlik derecesinin bir
fonksiyonu olarak cizdirdik. Bu grafiklerden B manyetik alaninin ve b homo-
jensizlik derecesinin dolagiklik iizerindeki etkileri acik bir sekilde goriilmektedir.
Grafiklere baktigimizda her sicaklik i¢in b ve B degerlerine bagh olarak dolagik-
ligin iki farkl bolgede yogunlagtigr goriilmektedir. Daha once de agikladigimiz
gibi maksimum dolagiklik B manyetik alaninin kii¢iik degerleri i¢in homojensiz-
lik derecesi b 'ye bagh olarak olusuyorken, b'nin kiigiik degerleri i¢cin B manyetik
alanina bagli olarak olugur. Bu davranigin nedeni farkl Bell durumlarinin dolagik-
lik olugsumuna yaptiklar: farkh katkilar seklinde agiklanabilir. Gergekten de b ho-
mojensizlik derecesi sifira gittiginde, iki kubitlik sistemimize etki eden etkin alan
sadece B manyetik alani olur. Bunun yaninda B manyetik alani sifira gittiginde

iki kubitlik sistemimizde her bir kubite etki eden etkin alan zit yonlii b alanlaridir.

Diger taraftan beklendigi gibi sicaklik dolagiklik iizerinde yikic1 bir etkiye sahip-
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Sekil 5.2 Farkl T sicaklik degerleri igin b homojensizlik derecesinin ve

B manyetik alaninin fonksiyonu olarak dolagikhigin kontur grafikleri:
(a) T=0,1; (b) T=0,5; (¢) T=1,5; (d) T =2,0; (J=1).

tir. Sekil 5.2’den de goriildiigii gibi sicakhigin artigiyla dolagiklik azalir. Dolagik-
ligin yogun olarak bulundugu odak noktalari ise sicakligin artisi ile birlikte biiyiik
B ve b degerlerine kayarlar. Bu davranig, manyetik alan etkisindeki 1sisal dolagik-
ligin dogal bir sonucudur. Buna ek olarak Sekil 5.2’den 1s1sal dolagikhigin B, kri-
tik degerinde minimum dolagiklik degerine diigecegi sonucu gikarilabilir. Oldukga
diigiik sicakliklar igin ise B, kritik degerindeki dolasiklik olusumunda ¢ukur bol-
geler olugur. Dolagikhgin bu davramgi Sekil 5.2 (a)’dan ayrintih olarak goriilmek-
tedir. Bu gukur bolgeler minimum dolagiklik degerlerine kargilik gelmektedirler.
Buna karsin her ¢ukur bélge sicaklhigin artisiyla birlikte geniglemekte ve birbir-
leriyle birlesmektedir. Bunun sonucunda da iki dolagiklik adacigi birbirlerinden

ayrilip uzaklagirlar.



BOLUM ALTI
DZIALOSHINSKI-MORIYA ETKIiLESMESINE SAHIP
iKi KUTRITLIK ISING ZINCIiRiNIN DOLASIKLIGI

6.1 Giris

Iki kisimli bir sistem icin kuantum dolagikhigini, sistemin kuantum mekaniksel
dalga fonksiyonunun ayristirilamamasi olarak tanimlayabildigimizi énceki kisim-
larda gormiistiik. Bu durum, sistemi olusturan alt sistemlerin arasinda lokal
olmayan korelasyonlarin var oldugu anlamina gelmektedir (Schrédinger, 1935;
Einstein, Podolsky, Rosen, 1935; Bell, 1964). Ayrica teleportasyon (Bennett ve
diger., 1993), siiperyogun kodlama (Bennett ve Wiesner, 1992; Bennett, 1992),
kuantum anahtar dagilimi (Ekert, 1991) ve teleklonlama (Murao ve diger., 1999)
gibi kuantum hesaplama ve kuantum informasyon alanlari i¢in dolagikligin bir

kaynak oldugunu belirtmistik.

Dolagikligin nicel bir karakterizasyonu Hill (1997) ve Wootters (1998) tarafin-
dan verilmistir. Bunlar bir kubit c¢iftinin dolagikligini belirlemek i¢in, uyum
(concurrence) olarak adlandirilan kesin bir formil tiiretmiglerdir. Bir 6nceki
kisimda yapmig oldugumuz ¢aligmadan da goriildiigii gibi spin-1/2 igin uyum iyi
bir dolagiklik 6l¢iistidiir; fakat sistemin karma spinlerden veya 1/2’den daha biiyiik
spin degerlerinden olustugu durumlar i¢in uygun bir 6l¢ii degildir. Biiyiik deger-
lere sahip spinlerin oldugu durumlarda Peres-Horodecki kriterine gore (Peres,
1996; M. Horodecki, P. Horodecki, ve R. Horodecki, 1996) pozitif kismi trans-
poz (PPT), dolagik olmayan bir kuantum durum igin gerekli bir kogul olugturur.
Ayrica PPT, iki tane 1/2 spinden veya (1/2,1) gibi karma spinlerden olugmug bir
sistem igin de yeterli bir koguldur. Buna karsgin iki tane spin-1 parcaciktan olus-
mug bir sistem i¢in PPT yeterli bir kogul olugturmaz. Bdyle bir durumda negatif

kismi transpoz (NPT) dolagiklik i¢in yeterli bir kogul verir. Peres-Horodecki kri-
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teri dolagik bir kuantum durum i¢in nitel bir kriterdir. Bu kriterin nicel versiyonu
Vidal ve Werner (2002) tarafindan gelistirilmigtir. Bu ise dolagikligin hesaplana-

bilir bir 6l¢iisti olan negatifliktir (negativity).

Bir 6nceki kisimda da belirttigimiz gibi katihal sistemlerinde kuantum infor-
masyon ve kuantum dolagiklik iglemlerinin gerceklestirilmesi pratik amaclar igin
oldukga istenen bir durumdur. Ayrica spin zincirleri de pek ¢ok dolagiklik 6zel-
ligi sergilemelerinden dolay1 karakteristik bir model olarak kuantum hesaplama
ve kuantum informasyon caligmalarinda biiyiik éneme sahiptirler (Bose, 2003;
Christandl, Datta, Ekert, ve Landahl, 2004). Bu nedenle spin zincirleri katihal
sistemlerinde yaygin olarak caligilan bir alan olusturur. Heisenberg spin zinciri
bu spin zincirlerinden biridir ve kuantum noktalar (Loss ve Divincenzo, 1998;
Burkard, Loss, ve Divincenzo, 1999) ve niikleer spin (Kane, 1998) gibi pek ¢ok
sistemde kubitlerin etkilegsmesini ac¢iklamak i¢in kullanilabilir. Bunun sonucunda
da potansiyel olarak kuantum bilgisayar gibi diigtintilebilirler (Divincenzo, Bacon,

Kempe, Burkard, ve Whaley, 2000).

Dolagikhigin sicaklik ve dig manyetik alana gore degisiminin incelenmesi, onun
olugturulmas: ve etkin bir sekilde kontrolii i¢in pratik olarak gereklidir. Bu ne-
denle bu degisimler daha 6nce de belirttigimiz gibi izotropik Heisenberg spin zin-
ciri (Arnesen, Bose, ve Vedral, 2001), Heisenberg XX kubit ¢evrimi (ring) (Wang,
2002) ve Heisenberg XYZ zinciri (Zhou, ve diger., 2003) gibi ¢ok sayida sistem

i¢in tartisilmigtir.

Kuantum noktalarin (quantum dots) ve kovuk-KED’nin (cavity-QED) kul-
lanildigi kuantum informasyon iglemlerine baktigimizda ise yukarida tanimladigi-
miz modellerden farkli olarak daha once de belirttigimiz gibi kuantum Heisen-
berg XY modelinin 6énemli oldugunu goriirtiz. Bu baglamda, XY Hamiltoniyeni
iki kuantum noktasi arasindaki etkin etkilesme Hamiltoniyeni olarak énerilebilir
(Imamoglu ve diger., 1999) ve KONTROLLU-DEGIL kuantum mantik kapisinin
olugturulmasinda kullanilabilir. Modelin bu sekilde éneminin belirtilmesinden
sonra XY modelinde 1sisal dolagikligin incelenmesi de 6nemli bir yer olugturur

(Wang, 2001b). Bunlarin yaninda literatiirden de goriildiigii gibi Heisenberg
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modellerinden farkli olarak Ising tipi etkilegsmeler de dolagiklik 6zelliklerinin belir-
lenmesinde kullanilmigtir (Briegel ve Raussendorf, 2001; Raussendorf ve Briegel,

2001; Stelmachovi¢ ve Buzek, 2001; Gunlycke vediger., 2001).

Kuantum informasyon iglemlerinin uygulanabilir olmasi igin yeterli derecede
uzun 6miirli ve dayanikli dolagik durumlar gereklidir. Bununla birlikte bu tasar:
farkli 6lgme ve kontrollii etkilesme basamaklar: igerecek sekilde baslangi¢c duru-
munun detayli olarak olusturulmasimi gerektirir. Dahasi 6nerilerin hepsi 1sisal
dalgalanmalara ve ¢evreyle olan olumsuz kuantum etkilere (decoherence) karsi
saglam saf bir dolagik durum gerektirir. Genellikle mutlak sifir sicaklikta bulunan
taban durumlar bu gereksinimleri kargilarlar. Oysa gergekte sistemi mutlak sifira
kadar sogutmak imkansizdir. Bu nedenle de 1sisal dolagiklik (Arnesen, Bose, ve
Vedral, 2001; Nielsen, 2000) goriigti saf taban duruma ¢ok fazla gereksinim duyul-
masini onlemek icin ortaya stiriilmiistiir; fakat dolagiklik hala bir kaynak olarak
gozoniine alinmalidir. Bu bir 1sisal durumun yani 1sisal dengede bulunan bir du-
rumun dolagikhigidir. Boyle bir kavram bazi1 avantajlara sahiptir. Isisal dolagiklik
oldukga genis bir 1sisal aralikta kararhdir ve 1sisal dalgalanmalara kargi giiven-
lidir. Ornegin NMR. (Niikleer Manyetik Rezonans) gibi (Nielsen, 2000) kuantum
informasyon iglemlerini dikkate alan kesin gercek fiziksel sistemler i¢in dogal bir

baglangi¢c durumu olarak 1s1sal dolagiklik uygundur.

Genel olarak, simdiye kadar sozilinii ettigimiz ¢aligmalarda diizgiin manyetik
alanlar ¢aligilmigtir. Buna karsin kubitlerin olugturulmas: ve diizenlenmesi igin
galigilmig herhangi bir katihal sisteminde homojen olmayan Zeeman ciftleniminin
olma olasiligi daima mevcuttur (Hu ve Das Sarma, 2001; Hu, De Sousa, ve Das
Sarma, 2001). Bu yiizden her bir spin tizerindeki manyetik alanin ayr1 ayr1 kon-
trol edilmesi oldukca dikkate degerdir. Bu amagla, farkli caligmalarda homojen ol-
mayan manyetik alanda bulunan spin sistemlerinin dolagiklik 6zellikleri ¢aligilmig-
tir (Sun, Y. Chen, ve H. Chen, 2003; Asoudeh ve Karimipour, 2005; Zhang ve Li,
2005; Yang ve diger., 2006; Hu ve diger., 2006; Terzis ve Paspalakis, 2004; Akyiiz
ve Aydiner, 2008). Spin-1/2 sistemlerin ¢aligildigi bu ¢aligmalardan bagka spin-1
sistemlerin caligildig1 pek ¢ok galigma da gerceklegtirilmigtir (Zhang, Li, ve Liang,
2005; Sun, Wang, ve Li, 2005; Zhang ve Li, 2006a, 2006b, 2006¢).
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Kuantum hesaplama ve kuantum informasyon ¢aligmalarinda dolagikligin olus-
turulmasi ve g¢ogaltilmasi ¢ok dikkate deger 6nemli bir noktayr olusturur. Bu
nedenle spin modellerinde bilineer spin-spin etkilesmeleri 6nemli bir kavramdir.
Dzialoshinski (1958) ve Moriya (1960a, 1960b, 1960c) antiferromanyetik kristal-
lerin zayif ferromanyetik 6zelliklerini agiklamak igin Dzialoshinski-Moriya (DM)
etkilesmesi olarak bilinen anizotropik antisimetrik bir degis tokus enerjisi 6ner-
miglerdir. Boyle bir etkilesme teriminin belirlenmesinden sonra DM etkilesmesine
sahip spin modelleri diisiiniilmiis ve bunlarin dolagiklik 6zellikleri incelenmistir

(Zhang, 2007; Gurkan ve Pashaev, 2008; Ma, 2008).

Literatiirde bu etkilesmeye sahip spin modelleri ile yapilmis pek ¢ok ¢aligma
olmasima karsin DM etkilesmesine sahip iki kutritlik Ising modeli i¢in dolagik-
lik heniiz incelenmemistir. Yiiksek degerli spinler kuditler ile iligkilendirilebilir-
ler. Bunlar kubitlerin iist boyutlardaki karsiliklaridir ve kubit bazli kuantum
hesaplamadan daha etkili bir gekilde kuantum mekaniginden faydalanarak kuan-
tum hesaplama i¢in avantaj saglarlar (Barlett, De Guise, ve Sanders, 2002) ¢linkii
kuditler daha fazla kapasitede informasyon tagirlar. Bunun yaninda kuantum
iletigim igin etkili protokoller ileri siirerler (Brukner, Zukowski, ve Zeilinger, 2002)
ve kuantum anahtar dagilimi igin daha giivenlidirler (Cerf, Bourennane, Karlsson,
ve Gisin, 2002). Ayrica ii¢ durumlu sistemlerin kuantum kriptografide iki durumlu
sistemlerden daha avantajli oldugu da bilinmektedir (Bechmann-Pasquinuci ve
Peres, 2000). Farkli boyutlarda kuditlerin etkilesmesi oldugu durumda dogal, uy-
gun ve daha uyumlu kuantum informasyon iglemleri hibrit kudit kuantum mantik
kapilarina dayanarak gergeklegtirilebilir (Daboul, Wang, ve Sanders, 2003). Bun-
lara ilaveten kuantum hesaplamada kuditlerin kullanilmasi, kubitler ile yapilan
hata diizeltmelerinden daha iyi olmaktadir (Gottesman, 1999). Bunlardan bagka
kuditler, islemleri gerceklestirmek i¢in daha az kaynak kullanilmasina olanak
saglarlar; pek ¢ok kubit gerektiren bir islem daha az sayida kudit ile gerceklestiri-
lebilir. Bu bize ¢evreden kaynaklanan olumsuz etkiler kargisinda avantaj saglar.
Tim bunlarin sonucunda kudit hibrit kuantum hesaplamay1 gerceklegtirebilmek
i¢in fiziksel kuditler arasindaki etkilesmelerin etkin kontroliiniin geligtirilmesinin

gerekli oldugunu soyleyebiliriz.
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Bu nedenle literatiire orjinal bir katk: saglamak amaciyla yaptigimiz bu calis-
mada, DM anizotropik antisimetrik degis tokus etkilesmesine sahip iki kutritlik

bir Ising zincirinde 1s1sal dolagiklik incelenmigtir.

6.2 Model

Bir dig manyetik alan i¢inde bulunan, DM etkilesmesine sahip, N tane kutritten
olusmug ve Ising modeli ile tanimlanan bir kuantum spin zincirini diigiinelim.

h =1 ve Bohr magnetonu pp = 1 olmak tizere model sistemin Hamiltoniyeni

N-1

H=JY SSi+

i=1

=

-1

— —

Si X Si+1)7 (621)

1

||Mz

7

seklindedir. Burada B homo jen dig manyetik alani, J en yakin komsu spinler arasi
¢iftlenim sabitini gostermektedir. J > 0 ve J < 0 ise sirasiyla antiferromanyetik
ve ferromanyetik etkilegsmeleri belirtmektedir. Spin yonelimine dik (transverse)
(z,y) yonleri dogrultusunda olan degis tokus ¢iftlenim terimleri olduke¢a kiigiik
olarak kabul edildiginden ihmal edilmigtir. 13, spin yoriinge etkilesmesinden
kaynaklanan anizotropik ve antisimetrik bir etkilesme olan DM etkilegmesidir.
Bu etkilegme diigiik simetrili antiferromanyetik sistemlerde (Dzialoshinski, 1958)
oldugu kadar zayif ferromanyetik sistemler (Moriya, 1960a, 1960b, 1960c¢) i¢in de

¢ok 6nemlidir. Spin-1 matrisler

010
S = % 101 |, (6.2.2)
010
0 —i 0
SY = % i 0 —i |, (6.2.3)
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10 0
Si=100 0 : (6.2.4)
00 -1

seklinde S#'nin 6zvektorlerinden olugmus [1) = (1,0,0)T, [0) = (0,1,0)T ve
|—1) = (0,0,1)T bazinda verilebilir. Bu 6zvektorlere kargihk gelen 6zdegerler

ise sirasiyla 1,0, —1 seklindedir.

Bu tez caligmasinda 6zel olarak DM etkilegsmesine sahip iki kutritlik kuan-
tum Ising zincirinin bir dig manyetik alanda bulundugu durum incelenmistir. Bu

durumda (6.2.1) ile verilen Hamiltoniyen ifadesi
H=JS:iS:+B-(S,+5)+D- (5 x5,), (6.2.5)

sekline doniigiir. Simdi bu Hamiltoniyen ile verilen sistemi farkli durumlar igin

inceleyelim.

6.2.1 Iki Kutritlik Ising Zinciri

Ik olarak sadece iki kutrit arasinda degis tokus enerjisinin oldugunu yani B=0

ve D=0 oldugu durumu diisiinelim. Bu durumda Hamiltoniyen
H = J5753, (6.2.6)
seklinde olacaktir.

Bu Hamﬂtoniyenin {|17 1) ) |17 O> ) |17 _1> ) |07 1> ) |07 0> ) |07 _1> ) |_1a ]-> ) |_17 0> )
|—1, —1)} seklindeki standart baz durumunda matris gosterimi kogegen olur. Bu-
rada S?, S3, S ve S operatorlerinin |5y, Sp, S7,55) ozvektorleri igin kisaca

|S%,55) gosterimini kullanacagz.

(6.2.6) ifadesi ile verilen durumda ne taban durum i¢in ne de uyarilmig du-
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rumlar icin iki kutrit arasinda dolagiklik bulunmaz. Bu XX model olarak ad-
landirilan ve iki kutritin arasinda sadece Hxx = J(S7S55 + S7S5) seklinde degis
tokug etkilesmesinin oldugu durumun tersidir (Zhang, Li, ve Liang, 2005). XX
modeli ikili korelasyonlar olugturur ve bu XX modele ait Hamiltoniyenin Hyxy =
J(S1452- + h.e) seklinde algaltma ve yiikseltme operatorleri cinsinden yazilmasi
durumunda dogrudan goriilebilir. Ayrica burada belirtmis oldugumuz Ising mode-
li gergekte dolagiklik olugturmak igin ikili kubitler arasinda lineer olmayan etki-
lesmeler liretme yetenegine sahiptir. Ising modelinde ikili dolagiklik olugturmanin
yolu XX modelinden farklidir. Ising modelinde kuantum korelasyonlarin nasil

olugtugunun anlagilmasi i¢in Hamiltoniyeni
H=J(S? - S5 — S3%), (6.2.7)

formunda tekrar yazalim. Burada S, = S} + 5 seklinde belirtilen toplam
spin operatoriiniin z-bilegsenidir. Hamiltoniyende goériilen bu kareli terimler tek-
eksenli burulma tipli etkilegmelere (single-axis twisting type interactions) yol agar
ki bunlar kuantum korelasyonlara sahip sikigtirilmig durumlar (quantum corre-
lated spin squeezed states) olugturur (Kitegawa ve Ueda, 1993). Bu da gos-
terir ki sikigtirilmig spin durumlarinda goriilen bu tarz kuantum korelasyonlar
dolagiklhiga kargilik gelir (Sgrensen, Duan, Cirac, ve Zoller, 2001; Duan, Sgrensen,
Cirac, ve Zoller, 2000; Sgrensen ve Mglmer, 2001). Ayrica sunu da sdylemek
miimkiindiir: Ising modelinde ilk olarak z-eksenine dik sekilde konumlandirilmis
bir baglangi¢ durumu ile baglarsak dolagikligi dinamik olarak da elde edebiliriz
(Wang, Sgrensen, ve Mglmer, 2001).

6.2.2 Paralel veya Antiparalel Manyetik Alanda Bulunan Iki Kutritlik Ising Zinciri

Bu durumda bir 6nceki kisimda (6.2.6) ifadesi ile verilmis olan Hamiltoniye-
nimize B = B2 seklinde z-yoniinde homojen bir manyetik alan ilave edelim ve

D = 0 alarak DM etkilesmesinin olmadigin1 diiglinelim. Bu kosullar altinda
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Hamiltoniyen simetrinin kirildigi aligilmig Ising modeli formundadir
H = JS;S5 + B(S] + 535). (6.2.8)

Bu Hamiltoniyene ait matris gosterimi de standart bazda koésegendir ve kutritler
arasinda ne taban durumda ne de uyarilmig durumlarda dolagiklik gézlenmez.
[lave edilen manyetik alan sadece z-ekseni etrafinda bir dénmedir ve béylece spin
giftleri arasinda kuantum korelasyonlar:1 olusturmak icin lineer olmayan eksen
dondiiriicii etkilegmelerden (axis twisting nonlinear interactions) faydalanmamiz

mumkin olmaz.

6.2.3 Spin Yonelimine Dik (Transverse) Bir Manyetik Alanda Bulunan Iki Kutritlik

Ising Zinciri

Simdiki durumda B = B# seklinde z-yoniinde bir manyetik alan olsun. Bu
alan spinlerin yonelimlerinin oldugu z-eksenine diktir (transverse). D = 0 alip

DM etkilesmesini ihmal edelim. Bu kosullar altinda sistemimizin Hamiltoniyeni
H = JS5;55+ B(ST +53), (6.2.9)

seklinde olur. Bu modele 6zel olarak "transverse Ising modeli" (TIM) denir. Bu
model iki kubit i¢in (Gunlycke ve diger., 2001) ve ii¢ kubitlik durumlar (Wang,
2004) i¢in gahigilmigtr.

Alternatif olarak bu Hamiltoniyeni
H = J(S? — S7* — 53%) + BS,, (6.2.10)

seklinde yazabiliriz. Burada daha 6nce tanimlanmig olanlara ilave olarak S,
toplam spin operatoriiniin z-bilegenidir. BS, teriminin olusturdugu x-ekseni
etrafindaki donmeden dolayi, 6zellikle taban durumu olmak iizere, H matrisinin

ozvektorleri ikili kuantum dolagikligl igin eksen dondiirme (axis twisting) yolunu
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kullanirlar. Bu Hamiltoniyen i¢in matris temsili standart bazda artik kosegen

degildir.

H matrisinin E; 6zdegerleri ve bunlara kargilik gelen |¢;) 6zvektorleri H |¢;) =
E; ), (j = 1,2,...,9) 6zdeger denkleminin ¢oziilmesiyle elde edilir. Burada

ozdegerler

E, = 0, (6.2.11)
E, = %+—“]22+432, (6.2.12)
By = g——”ﬂ;ulBQ, (6.2.13)
E, = —g —“]2;432, (6.2.14)
Es = _g_—vﬂ;w?, (6.2.15)

1
Ey = 5\/2(12 +8B2 4+ 2V/J4 + 1654, (6.2.16)

1
By = —5\/2J2 +8B2+ 2V J* + 1654, (6.2.17)
1
By = §\/2J2 +8B2 — 2V/J' + 16 B4, (6.2.18)
1
By = —5\/2J2 +8B2 — 2V/J* + 16BY, (6.2.19)

seklindedir. Ozdegerler B — —B simetrisi gostermektedirler. J > 0 icin J ve
B’nin birbirlerine gore olan giddetlerine bagh olarak taban durum enerjisi E5, Er
veya Ey olacaktir. (6.2.11-19) ile verilen 6zdegelere karsihk gelen 6zvektorler ise

farkli derecede kuantum korelasyonlara sahip olacaklardir. Bu 6zvektorleri

[y) = > a3 (J, B) [my,ma), (6.2.20)

mi,m2

seklinde verebiliriz. Buradaki a}"'™*(J, B) terimleri Ek A.3’de verilmistir.

Herhangi J ve B degerleri icin, farkli baz durumlarindan gelen katkilarin
diizgiin olmamasindan dolay1 burada verilen durumlarin hi¢biri maksimum dolagik-

liga sahip degildir. J > 0 olmak {lizere B < J seklinde kii¢clik manyetik alan
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degerleri igin, |15) ve |¢7) dejenere taban durumlaridir. Bu durumlar bir norma-

lizasyon sabiti ile birlikte yaklagik (|1, —1) + |—1, 1)) seklindedir.

Diger taraftan, eger ozellikle uyarilmis durumlardan kii¢iik bir enerji boglugu
ile ayrilmig bir durum varsa herhangi bir sistemi tam taban duruma kadar sogut-
mak cok zordur. Incelenen bu durumda H matrisinin 6zdegerleri arasindaki kiiciik
enerji ayriliklarindan dolayi, 1sisal dalgalanmalar kuantum korelasyonlarin dere-
cesi iizerinde oldukca etkili olur. Manyetik alan genislediginde ise lineer durmuma
kiyasla H matrisinin donen kisminin lineer olmayan etkilesmelerinin azaltici etki-
leri beklenmektedir. Bundan dolay1 ¢ok diisiik sicakliklarda bile dolagiklik kolayca
yok olabilir.

6.2.4 Paralel veya Antiparalel Manyetik Alanda Bulunan DM Etkilesmesine Sahip
Iki Kutritlik Ising Zinciri

Son olarak B = B2 seklinde z-yoniinde homojen bir dig manyetik alan ve
D = Dz seklinde bir DM etkilegsmesinin oldugu durumu inceleyelim. Bu sartlar

altinda Hamiltoniyen
H = JS;55 + B(S7 + S3) + D(S7SY — 5755), (6.2.21)

seklindedir. Eksen burucu tipte (axis twisting type) olmamasima ragmen Ising
modeline benzer sekilde DM etkilesmesi kutritler arasindaki lineer olmayan etki-
legsmelerin bir kaynagidir. DM etkilesmesinin ikili korelasyonlari nasil etkilediginin

aciklanabilmesi i¢cin Hamiltoniyenin
H = J(S2 - 512 - 322) + BSz — (gSl+5'2_ + 9*81_524_), (6222)

formunda yazilmas: aydinlatic1 olacaktir. Burada g = (J —iD)/2 seklinde tanim-
lanmigtir. Bu gortiniim manyetik alan ve DM etkilegsmesinin rekabet i¢inde oldugu-
nu belirtir. Manyetik alan, B manyetik alanina ters yonelmis spinleri alan yoniinde

diizenler. DM etkilesmesi ise farkli z-bilegenlerine ragmen spin durumlarini karigti-
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rir ve koherent siiperpozisyon durumlarin olugsmasi yoniinde katki yapar.

H matrisinin 6zdegerleri

E, = J+2B, ( )
Ey = —J ( )
E; = B-D, ( )
E, = —B+D, (6.2.26)
( )
( )
( )
( )

Es = —-B-D, 6.2.27

Es = B+D, 6.2.28

E, = J-2B, 6.2.29
J 1

By = —5+ V2 +8D% 6.2.30
J 1

By = —5 =5V +8D2 (6.2.31)

seklinde bulunur.

Bu sartlar altinda 1sisal dalgalanmalara karsi dolasikligin korunumu ig¢in kesin
avantajlara sahip oluruz. Bir onceki kisimda inceledigimiz Ising modelinin spin
yonelimine dik manyetik alan i¢indeki durumunda tiim 6zvektorler manyetik alana
baghlk gostermektedir. Bu durum onlarin kontroliinii zorlastirir ve dahasi bun-
lar birbirlerine ¢ok yakin durumlarda bulunurlar. (6.2.23-31) ifadelerinden de
goriildiigii gibi inceledigimiz bu durum i¢in bazi 6zdegerler DM etkilesmesi D’ye,
baz1 6zdegerler ise sadece manyetik alan B’ye baghdir. Boylece 6zdegerler arasin-

daki relatif ayrilik daha iyi duruma gelmigtir.

Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler ise
) = [1,1), (6.2.32)
h2) = (11, =1) +|-1,1)), (6.2.33)

lvg) = (11,0) +410,1)), (6.2.34)

S

2
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e = \%( i10,~1) + |-1,0)), (6.2.35)
s = %uo 1) +i]-1,0), (6.2.36)
|the) = E(H ,0) =110, 1)), (6.2.37)
Y7y = |-1,-1), (6.2.38)
s) = %( L, 1) +iv]0,0) + |~ 1, 1)), (6.2.39)
) = %(41,—1) Lo |0,0) + -1, 1)), (6.2.40)
seklinde olup buradaki terimler o = 24 0%, § = 2+ 12, 0 = 222 = L2

=/ J? + 8D? olarak tanimlanmiglardir.

Bu halde, s6z konusu bu dokuz durum arasindan sadece ikisi etkilesme paramet-
relerine baghdir ve buna ilave olarak |¢;) ve |¢;) disinda diger tiim durumlar
oldukga dolagiktir. Ayrica 2|B| < J oldugunda, taban durumu daima dolagiktir
ve [11) ve |17) durumunda oldugu gibi faktorize edilemez. 2|B| > J durumunda
ise |¢7)’nin faktorize bir taban durum olmasimi énlemek igin D > B — J olacak

sekilde oldukca biiylik D degerine sahip olmamiz gerekmektedir.

Boylece bu kisimda verilen sistemin saglam dolagik taban ve uyarilmig durum-
lariin oldugunu 6ngorebiliriz. Bunun sonucunda da 1sisal dalgalanmalara kars:

dayanikli dolagik durumlar elde etmis oluruz.

6.3 Isisal Dolasikhk

Isisal dengede bulunan bir sistemin durumu yogunluk matrisi ile belirlenir

o—H/kpT o—BE;

p(T) = —Z ;) (] - (6.3.1)

Burada 8 = 1/kgT olmak iizere Z = Trlexp (—fH)] = >_;exp (—BE;) ifadesi

boliistim fonksiyonudur. T sicaklik, kg ise Boltzmann sabitidir ve hesaplamalari-
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mizda kp = 1 olarak alinmigtir.

Burada dolagiklik 6lgiisii olarak negatiflik hesaplanmigtir. Bu 6l¢ii sistemimiz
i¢in uygundur ¢iinkii negatiflik keyfi boyuttaki Hilbert uzaylarina sahip iki kisiml
sistemler i¢in hesaplanabilmektedir. Ayrica damitilabilir dolagiklik i¢in sinir oldugu
gibi kuantum kanallarinin informasyon kapasitesi i¢in de siir sagladigindan kuan-
tum informasyon iglemleri i¢in pratik olarak énemlidir. Bir p yogunluk matrisinin
negatifliginin tanimi

N(p) =2 wil, (6.3.2)

seklinde olup, burada verilen p;’ler ' matrisinin negatif 6zdegerleridir. T} ise
ilk alt sisteme gore kismi transpoz almacagimi gostermektedir. Negatiflik, p™

™=

matrisinin norm izi ile de iligkilidir ve ||p Tr[p™]fp™ olmak iizere bu iligki

_ -1

N(p) =

(6.3.3)

seklindedir. p”* matrisinin norm izi, p”* matrisinin 6zdegerlerinin mutlak degerleri

toplamina egittir.

6.4 Sonuclar ve Tartisma

Yapmig oldugumuz niimerik hesaplamalarda sadece antiferromanyetik durumu
gozoniline aldik ve J = 1 olarak hesaplamalar yaptik. Manyetik alan igin B €
[—10 — 10] arahginda, DM etkilesmesini i¢in ise D € [0 — 5] araliginda degerler
kullandik.

Negatifligi hesaplamak icin ilk olarak p ve p’* matrislerinin analitik ifadesini
belirledik. Bu matris ifadeleri ¢ok uzun terimler icerdiginden Ek A.2’de ver-
ilmiglerdir. Matrisin 6zdegerleri standart bir algoritmayla numerik olarak hesa-

planmis ve bu islem parametrelerin verilen araliklarinda tekrarlanmigtir.

Negatifligin kontrol parametreleri 7', B ve D’dir. Aslinda bunlar J’ye gore
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olan degerlerdir ama J = 1 olmasi nedeniyle baglilik sadece kontrol parametrele-
rine gore goriinmekedir. Bir parametrenin sabit tutulmasiyla negatiflik diger
iki degigken iizerinden yiizey (kontur) grafigi olarak elde edilir. Bizde niimerik
sonuglarimizi grafiksel olarak kontur grafikleri seklinde elde ettik. Sekil 6.1, 6.2
ve 6.3 'de iki kutritlik Ising zincirinin manyetik alan B, DM etkilesmesi D ve

sicaklik T"ye gore degisimleri incelenip gosterilmistir.

05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 6.0
T T

(a) (b)

- 05000 - 0.03500
04375 003062

03750 | 0.02625

03125 0.02187
0.2500 k 001750
01875 001312

04250 0008750
006250 0004375
0 ) 0

05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 6.0 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
T T

(c) (d)

Sekil 6.1 Negatifligin T' sicakligimin ve D DM etkilesmesinin
fonksiyonu olarak farkli B manyetik alan degerleri i¢in kontur
grafikleri: (a) B =0,7; (b) B =2,5; (c) B=4,0; (d) B =717,0;
(J=1).

Sekil 6.1’de B manyetik alan1 dort farkl deger i¢in sabit tutulmug ve bun-

lara karsi gelen sonuglar gosterilmigtir. Burada negatifligin, 7' sicakligina ve
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D anizotropik antisimetrik DM etkilesmesine baghligi kontur grafikleri olarak
gosterilmistir. Bu baghlk sisteme ait Hamiltoniyenin 6zvektorleriyle yapmis
oldugumuz tahminlerle uyumludur. Ayrica oldukca diigiik sicakliklarda negatif-
ligin DM etkilesmesiyle arttigimi goriiriz. Manyetik alanin degeri daha biiyiik
yapildiginda ise DM etkilesmesinin degeri ikili kuantum korelasyonlarina neden
olacaktir. D’nin minimum degeri B’nin bunu denklegtirici etkisini gerektirecektir
ve bu durum D = B — J geklindeki teorik tahminimizle uyumlu olacaktir. Sekil
6.1 (a)’dan gorildiigi tizere B = 0,7 gibi diigiikk bir manyetik alan degerinde
oldugunda taban durum [¢9) olur ve bu durumda negatiflik N ~ 1 kadardir.
Sekil 6.1'(c) deki gibi manyetik alanin B = 4,0 oldugu bir ara degerde eger D
degeri D > B — J gibi yeteri kadar biiyiikse taban durum |[¢5) olacaktir. Bu du-
rumdaki negatiflik degeri ise N ~ 0, 5 kadardir. Sekil 6.1°(d) den goriildigii tizere
B = 7,0 gibi daha biiyiik manyetik alan degerleri i¢in ise |¢7) durumu baskin
olacak ve negatiflik N = 0 olacaktir. Bu durumda baz sicakliklarda kuantum ko-
relasyonlarinda bir miktar artig gdzlenmesine ragmen bu énemsenmeyecek kadar
azdir. Sekil 6.1 (b)’de goriilen davramsg diigiik sicakliklarda taban durum dolagik-
lig1 cinsinden agiklanabilir. E; = —B — D ve E; = 1 — 2B enerji diizeyleri
manyetik alan B = 2,5 degerinde oldugunda D = 1,5 degerinde kargilagirlar.
D = 1,5tan az oldugu degerlerde ise taban durum |¢;) olur, bu ayrigtirilabilir
bir durum olup bu durumda negatiflik N = 0’dir. D = 1,5tan biiylik deger-
leri igin ise taban durum |¢5) olur. Bu durum negatiflik degerinin N ~ 0,5
oldugu dolagik bir durumdur. Benzer sekilde béyle bir enerji diizeyi kargilagmasi
D = 4,5 degeri civarinda olur. Bu durumda Ey = —0,5 — 0, 5v/1 4+ 8D2 diizeyi
Es ile kargilagir. D ~ 4,5 degerinden biiyiik degerlerde ise taban durum |tg) olur.
Bu da dolagiktir ve degeri N ~ 1 civarinda olup [¢5)’in oldugu durumdaki deger-
den daha biiyiiktiir. Sekillerde tam T = 0 degeri gosterilmemistir fakat sifira
oldukca yaklagik degerler kullanilmigtir. Bdylece 1sisal dolagiklik taban durum
sicakliginin bir sonucu olarak ortaya ¢ikmaktadir. Daha yiiksek sicakliklarda ise

beklenildigi gibi kuantum korelasyonlar1 zayiflamaktadir.

Sekil 6.2’de D dort farkli degerde sabit tutulmus ve buna karsi gelen sonuglar
gosterilmigtir. Bu gekilde negatifligin kontur grafikleri B manyetik alaninin 7" s1-

cakligina gore degisimi i¢in elde edilmigtir. Sekil 6.2 (a)’dan gorildiugii gibi nega-
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Sekil 6.2 Negatifligin T' sicakliginin ve B manyetik alaninin fonksi-
yonu olarak farkli D DM etkilesmesi degerleri i¢in kontur grafikleri:
(a) D =0,0001; (b) D=0,4; (¢) D=4,0; (d) D=5,8; (J=1).

tiflik, DM etkilegsmesinin ¢ok kii¢iik oldugu durumda veya B manyetik alaninin
¢ok biiyiik oldugu durumda oldukga diisiiktiir. Bu durumlarda taban durumu
ayristirilabilir |¢9) durumu olur ve bu durum i¢in N = 0 degerindedir. Ayrica
negatiflik degeri sicaklik arttirildiginda azalmakta ve genel olarak DM etkilesme-
siyle birlikte artmaktadir. Sekilden gorebildigimiz, manyetik alanin diigiik deger-
ler aldig1 bolgelerde negatifligin maksimum oldugudur. Bu yerlerde taban durum
|thg) olup N ~ 1 geklindedir. Buna kargin diigiik sicakliklarda bu bolgenin yaninda
iki simetrik lob bulunur. Bu loblarda kismi bir dolagiklik bulunabilir. Bu, diisiik
enerjili |¢5) ve [¢3) dolagik durumlarindan gelen katkilarda oldugu gibi B — —B
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kosulu altinda Hamiltoniyenin simetrisini gosterir. D ve B’nin her ikisi birden
yeteri kadar biiyiik oldugunda ise [i5) ve |¢3) durumlar: katkida bulunacaklardir.
Bu durumlar etkilesme katsayilarindan bagimsizdir ve N ~ 0,5 olmak iizere ayni
miktarda kuantum korelasyonlara sahiptir. Bu loblar ayni maksimum dolagiklik
bolgesinde oldugu gibi DM etkilesmesinin artmasiyla genislemektedir. Boylece
D ve B’nin J’ye gore en uygun se¢imiyle, istenilen bir sicaklik araliginda, is-
tenilen miktarda ve tipte dayanikli kuantum dolagiklik olugturulabilir. Bu ise
taban duruma ulagmak i¢in oldukca diisiik sicakliklara kadar sogutulma isglemi

yapilmasindan kurtulmak icin kullanilabilir.

.0

0.0 05 1.0 15 20 25 3.0 35 40 45 50 55 6.0 65 00 07 14 21 28 35 42 49 56 63 70
B B
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Sekil 6.3 Negatifligin B manyetik alaninin ve D DM etkilegsmesinin
fonksiyonu olarak farkli T' sicaklik degerleri i¢in kontur grafikleri:
(a) T =0,05; (b) T=0,6; (c) T=1,0; (d) T =3,5; (J =1).
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Sekil 6.3’de ise belirli dort sicaklik degerinde manyetik alanin DM etkilesmesine
gore degisimi i¢in negatifligin kontur grafikleri verilmistir. Buradan da gordiigiimiiz
gibi negatiflik DM etkilesmesinin artigiyla artmaktadir ve B manyetik alaninin
artisiyla birlikte azalmaktadir. Farkl sicakliklar kutrit ciftleri arasinda maksi-

mum kuantum dolagiklik i¢in farkli D — B bdlgelerine sahiptirler.

0.3500

o - 0.3063
0.2625

0.2188

- 0.1750

0.1313

0.08750

Sekil 6.4 T sicakliginin  ve
B manyetik alaninin fonkiyonu

olarak negatifligin kontur grafigi,
(J=1).

Sekil 6.4’te ise Boliim 6.2.3.’te verilen durum incelenmigtir. Bu durumda iki
kutritlik Ising zinciri spin yonelimlerine dik homojen bir manyetik alan icerisinde
bulunmaktadir. Negatifligin, sicaklik ve manyetik alanin fonksiyonu olarak kon-
tur grafikleri elde edilmigtir. Sistemin Hamiltoniyeninden elde edilen 6zvektorler
ve enerji spekturumundan yaptigimiz tahminlerle uyumlu sekilde, oldukca diigiik
sicakliklarda bile kuantum dolagiklik etkili sekilde azalmaktadir. Yaklagik J'ye
kadar olan kii¢iikk B degerleri i¢in en diigiik enerji durumu [¢5) ve |¢7)’dir. Bu
durumlar i¢inde bulunan baz durumlarimin genlikleri B’ye kuvvetli bir sekilde
baghdir. B arttirildiginda dolasiklik miktar1 ilk olarak hizh bir gekilde B ~ J
degerine kadar artmaktadir. B daha da arttirilmaya devam edildiginde diger du-
rumlar da kiicilik enerji araliklarindan dolayi 1s1sal dolagikliga katkida bulunurlar.

Bunun sonucunda diigiik dolagiklikli genig bolgeler olugur. Béylece diigiik sicak-
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liklarda kritik bir B oldugu goriiliir. Bu bolgede kuantum korelasyonlarr mak-
simumdur. Bu sistemde dikkate deger bir dolasiklik olusturmak icin bu sekilde
simetriyi kiran bir manyetik alan kullanmak ve uygun en diigiik sicakliga kadar

sistemi sogutmak gereklidir.



BOLUM YEDI
SONUCLAR

Bu tezde kuantum hesaplama ve kuantum informasyon ¢aligmalari i¢in bir kay-
nak olarak gosterilen kuantum dolagiklik hakkinda iki ¢alisma gergeklegtirilmigtir.
Bunlardan birincisi homojen olmayan bir manyetik alanda iki kubitlik bir Ising
zinciri i¢in dolagikligin incelenmesidir. Digeri ise bir dig manyetik alanin bulun-
dugu ortamda anizotropik ve antisimetrik DM etkilegsmesine sahip iki kutritlik

bir Ising zincirinin dolagikliginin incelenmesidir.

Spin-1/2 gibi iki durumlu veya spin-1 gibi ii¢ durumlu Ising zinciri sadece
z-yoniinde spinler arasi etkilegsmelere sahip olmasi nedeniyle bir boyutlu spin sis-
temlerinin en basit 6rnegidir ve bu haliyle herhangi bir dolagik kuantum duru-
muna sahip degildir; ancak Ising zincirine, homojen veya homojen olmayan spin
yonelimine dik (transverse) bir manyetik alan uygulanmasi yada DM etkilesmesi
gibi lineer olmayan bir etkilesmenin ilave edilmesi modelin dolagik kuantum du-
rumlarina sahip olmasina neden olur. Yapilan her iki calismada da bu sonuclari

gormek miimkiindiir.

Ik calismada, kullandigimz iki kubitlik Ising zincirine baktigimizda literatiir-
den de bilindigi tizere spin yonelimine dik homojen bir manyetik alanin olmasi
durumunda sistem dolagik kuantum durumlarina sahip olmaktadir. Spin yone-
limine dik homojen bir manyetik alan yerine ¢aligmamizda gosterdigimiz gibi
sistem iizerinde daha etkin bir kontrol saglayabilecegimiz yine spin yonelimine
dik homojen olmayan bir manyetik alan bulunmasi durumunda ise kullandigimiz
model sistem yine dolasik kuantum durumlara sahip olmaktadir. Inceledigimiz
sistemde homojen olmayan manyetik alan b homojensizlik derecesi ile saglanir ve
bu parametrenin aldigi degerlere bagl olarak maksimum veya minimum dolagiklik
bolgeleri olusturulabilir. Bunun nedeni ise b parametresine bagh olarak dolasik-
liga farkli Bell durumlarinin katk: yapmasidir. T{im bunlarin sonucunda beginci
boliimde gosterilen bu ¢aligmanin elde edilen sonuclarina dayanarak homojen-

sizligin manyetik alana katilmasinin dolagik durumlar {izerinde etkin bir rol oy-
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nadigini soyleyebiliriz.

Tezde belirtilen ikinci ¢aligmadan elde ettigimiz sonuglara baktigimizda ise
spin yoriinge etkilesmesinden kaynaklanan anizotropik ve antisimetrik DM etki-

lesmesinin dolagiklik iizerinde etkin bir rol oynadigini soéyleyebiliriz.

Literatiirden bilindigi iizere Heisenberg spin zincirleri Ising spin zincirlerinin
aksine dolagik taban durumlara sahiptirler; ancak ¢alismamizdan elde ettigimiz
sonuglar Ising spin zincirinde dolagik taban durumlar olugturmak icin spin yone-
limine dik bir manyetik alana veya DM etkilegmesine ihtiya¢ oldugunu goster-

migtir.

Kuantum hesaplama ve kuantum informasyon iglemleri agisindan baktigimizda
ise sistemlerin gevreyle olan etkilesmelerinden kaynaklanan olumsuz etkilerden
(decoherence) dolay1 oldukga kararli ve giiglii dolagik kuantum durumlar: olugtur-
mak ¢ok 6nemlidir. Yapmis oldugumuz ¢alismanin elde edilen énemli sonuclarin-
dan biri de DM etkilesmesine sahip iki kutritlik Ising zincirinin spin yonelimine
dik bir manyetik alanda bulunan iki kutritlik Ising zincirinden daha dayanikl ve
giiclii dolagik durumlara yol actigidir. Sonug olarak altinci béliimde belirtilen
bu ¢alismadan elde edilen verilere gore dolagikhigin sadece T' sicakligina ve B
manyetik alanina degil bunlarin yaninda D ile belirttigimiz DM etkilegsmesine de

onemli 6lgiide bagh oldugunu soyleyebiliriz.
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EKLER

A.1 Tensor Carpimi

Tensor carpim, vektor uzaylarini bir araya getirip daha biiyiik bir vektor uzay:
elde etmenin bir yoludur. Bu olugum ¢ok parcacikli kuantum sistemlerinin an-

lagilmasi i¢in 6nemlidir.

m-boyutlu V' ve n-boyutlu W vektor uzaylarimizin oldugunu diigiinelim. V&@W
seklinde belirtilen tensor carpimi mn-boyutlu bir vektor uzayi olusturur. V' vektor
uzaynin elemanlari |v) vektorleri ve W uzayimin elemanlar: |w) vektorleri olmak
tizere V@W tensor garpiminin elemanlari, |v)®|w) vektorlerinin tensor garpiminin
lineer kombinasyonlaridir. Ozellikle, eger |i) ve |j) vektorleri V ve W vektor
uzaylari igin ortonormal bazlar ise |v) ® |w) vektorlerinin tensor garpimi da V@ W

vektor uzaylarimin tensor ¢arpimi i¢in bir baz olur.

|v) ® |w) seklindeki tensor ¢arpimini ifade etmek igin genellikle |v) |w), |v, w)
veya |vw) kisaltmalar1 kullanilir. Ornegin V, |0) ve |1) baz vektorlerine sahip iki
boyutlu bir vektor uzay ise |0) ® [0) 4+ |1) ® |1) ifadesi de V ® V' vektor uzayimin

bir elemani olur.

A,B,C,D ve G matrisleri, |v), |w) ve |u) vektorleri ve a, b, ¢, d skalerleri

gostermek {izere tensor carpimi su ozellikleri saglar:

a(jv) @ lw)) = (a]v)) @ |w) = [v) @ (a|w)), (8.1.1)
(lo) + |v2)) @ Jw) = o) @ [w) + [v2) © |w), (8.1.2)
[0) @ (Jwr) + |w2)) = |v) @ [wy) + [v) © [wy), (8.1.3)
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(A® B)(C® D
(A® B)(|v) @ [w)

(A® B) (Z a; ]v,->®|w,->> = Y aAlv)® Blw), (8.1.6)

— AC® BD, (8.1.4)

)
) = Alv)® Blw), (8.1.5)

i

A B ARG BRG
G = , (8.1.7)
C D CG Ded
a b aG bG
G = ) (8.1.8)
c d cG dG

A.2 iki Kutritlik Ising Zincirinin Yogunluk Matrisi

Paralel veya antiparalel manyetik alanda bulunan DM etkilesmesine sahip iki
kutritlik Ising zincirinin yogunluk matrisi p ve bu yogunluk matrisinin ilk alt

sisteme gore kismi transpozu pt:

eap(—BE) 0O 0 0 0 0 0 0 0
0 M; 0 -M; 0 0 0 0 0
0 0 Ms; 0 My 0 My, O 0
0 M, 0 M; 0 0 0 0 0
p= % 0 o My 0 M 0 My O 0
0 0 0 0 0 Mg 0 M; 0
0 0 M, 0 —My 0 M;s; O 0
0 0 0 0 0 -M; 0 Mg 0
0 0o 0 0 0 0 0 0 exp(—8E)

ve




exp(—fBE;) 0 0 0 M 0 0 0
0 Ms 0 0 0 —-My O 0
0 0 Ms 0 0 0 0 0

0 0 0 Ms 0 0 0 —M,
P = % M, 0 0 0 Mg 0 0 0
0 My 0 0 0 Mg 0 0
0 0O 0 0 0 0 M; 0

0 0 0 My 0 0 0 Ms

Ma 0O 0 0 M; 0 0 0

seklindedir. Burada

My = Soxp(~BEy) — & oxp(~AEy)

1 exp (—0F exp (—08F
MQ _ _exp<_6E2)_ p( ﬁ 8)_ p( /6 9),
2 ) «a
1 1
Ms = 5 exp (—fFEs) + B exp (—fEs),
7 10
My = Sexp(=BE) + — oxp(~BE),
1 —BFE —BFE
M; = §exp(—BE2) + exp(éﬂ o) + exp(aﬁ 9)7
M, — v exp (—BEy) N o? exp(—ﬁEg)’
. 6 . a
i i
M; = 5 P (—BE,) — 5 CXp (—BEs),
1 1
Mg = 5 &XP (—BEy) + 5 eXP (—BEs),
seklinde olup
E, = J+2B, By = —J, Ey=B-D,
E,=—-B+D, Es——B—D, Ee= D+ B,
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(8.2.1)
(8.2.2)
(8.2.3)
(8.2.4)
(8.2.5)
(8.2.6)
(8.2.7)

(8.2.8)

E; =J - 2B, By =—4+1V/J2+8D? Ey=—4—1J/J?+8D?,




ve
a=2+0" 0=2+7% o=, =53 Q=VJ]+8D

tanimlamalar1 yapilmigtir.

A3 (6.2.20) Denkleminin Katsayilari

Burada (6.2.20) ifadesinde verilen katsayilar goriilmektedir:

a;' (S, B) = a; (], B) = af’(J. B) = ay '(J, B) = a%l(J, B)=0,
(4, B) =a'(J,B) = —a; (], B) = —a;’(J,B) = 5,

a;'"(J,B) = a¥’(J,B) = a3 '(J,B) =0 ,

ay'(J, B) = ay’(J, B) = —ay *(J,B) = —ay”'(J, B) = 4B2f(J+£)2 ’
—1-1 _ (J+8)
ay' (J,B) = —ay (), B) = B ra(Iter

az"'(J,B) =a¥(J,B) = a3 '(J,B) =0 |,
(. B) = a}*(J, B) = —a;"(J. B) = —a§ (/. B) = oL |
(). B) = —ay" () B) = =
a7 NS, B) = a°(J.B) =0,
ay~'(J, B) = ai’(J,B) = —a;"°(J, B) = —af'(J, B) = 4B2+?—J+§)2 ’
o B) = —a (U B) = SR
*1 1(JB)—a5 (J,B)=0 ,
(L B) = (), B) = a5 (). B) = ~af (], B) = P
1 - —11 _ (==&
(J>B) —as (‘LB) - \/m ’
at'(J,B)=a; "1 (J,B)=(
al(J,B) = a§'(J,B) = a{"'(J,B) = ag"*(J.B) = |
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a’go(Ja B) = <3 )

ag ' (J,B) =ag" ' (J.B) = 7=

(J,B)=a;""'(J,B)=m ,
al’(J,B) = a%(J,B) = a> " (J,B) = a;'°(J,B) =1, ,
(J,B)

(4, B)
ai’(J,B) = ad'(J,B) = ay *(J,B) = ag"*(J,B) = 6 ,
(4, B)

(J, B)
al’(J,B) = ad"(J,B) = ad *(J,B) = ag "°(J, B) = Ky ,
(J; B)

ago J, = K3 |,
ag '(J,B) =ag"'(J,B) = = |

seklinde olup, burada

e R 7 __ (3JB*+4B%*E¢—E3-JE} _ J+Es
g_ J+B7 Cl_ ( JBZ Jug ) C2_B\/ﬁ’

C o 2JB2+4BQE6—E3+J2E6
3 — JB2, /ug ’

22J2B* + 64JB*Es — 32JB*E} — 2J?B?E? + 3E¢ — 24B*E§ + 48B*E}
J2B4

Vg —

8J3B%*Eg + J'E2 + 2J*B? + 4JEZ + 2J°B*
* J2B4 ’

__ (3JB*+4B?E;—E3—JE2 _ J+E; _ 2JB2+4+4B%E;—E2+J%E;
m = JB2. /u; ) 2 = N N3 = JB2\/v7 5
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22J2B* + 64JB*E; — 32JB*E3 — 2J?B?E? + 3ES — 24B*E7} + 48B'E?

vy =

J2B4
8J3B*E; + J'E? + 2J*B? + 4JE2 + 2J°B*
* J?B4 ’
9, — 3JB2+4B%*Egs—E3—JE3 0, — J+Bs 0. — 2JB2+4B%Eg—E3+J?Eg
1— = JBZ,/vg ) 2_B\/ﬂ7 - JBZ,/vg )
22J°B* + 64JB*Ey — 32JB*E3 — 2J?B%*E2 + 3E$ — 24B*E} + 48 B'E?
S J2B*
8J3B%*Fg + J'E? + 2J*B? + 4JE + 2J°B*
i J?B4 ’
2 2 _ 3 _ 2 2 2 _Fr3 2
Ky = — <3JB +4fBJQE\g/@E9 JEQ>7 Ky = 532137997 Ky = 2JB +41§B§9\/§9+J Eg,
22J°B* + 64JB*Ey — 32JB*E3 — 2J?B%E2 + 3ES — 24B*E¢ + 48B1E?
Vg =

J?B*

8J3B%Ey + JAE2 + 2J4B? + 4JE} + 2.J*B*
+ i .

ile tanimhdir.



