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KESIKLI KUANTUM YURUYUS MODELI VE UYGULAMALARI

0z

Bu tezde, kesikli kuantum yliriiylis modeli incelenmis ve bu modelle ilgili bazi
uygulamalara yer verilmistir. Kuantum yiiriiylis, kuantum algoritmalarinin
tasarlanmasinda ve kuantum diflizyon olaylarmin ag¢iklanmasinda kullanilan
matematiksel bir modeldir. Kuantum yiriiyiisiin potansiyelini tam olarak
kullanabilmek ve etkili kuantum algoritmalar: olusturabilmek i¢in kuantum ytiriiyiisiin
ozelliklerini iy1 bilmek ve es-evresizlik (decoherence) problemi karsisinda kuantum
ylirllylislin davranisini anlamak gerekir. Es-evresizlik yokken ve es-evresizlik etkisi
altinda kuantum yiiriiylisiin dinamigi ile ile ilgili bircok calisma yapilmis ve ¢esitli
es-evresizlik modelleri 6nerilmistir. Bu konudaki ¢calismalar halen devam etmektedir.
Bu nedenle bu tezde, kuantum yiiriiylis ve es-evresizlik ile 1ilgili problemler
incelenmistir. ~ Ilk ¢alismada, iki boyutlu tuzakli orgiide kuantum yiiriiyiiste
es-evresizlik problemi, kuantum Hadamard, Fourier ve Grover yiiriiyiisleri i¢in
incelenmis, Hadamard yiirliylisiinde ortaya c¢ikan es-evresizligin Fourier ve Grover
modelindeki es-evresizlikten daha kiigiik oldugu gosterilmistir. Ikinci ¢aligmada, aym
fakat ii¢ boyutlu tuzakli 6rgii modelinde Hadamard yiirliylisii kullanilarak, kuantum
es-evresizligin boyuta baglilig1 incelenmis ve es-evresizlik ile orgii-boyutu arasindaki
iligkiler bulunmustur. Son ¢alismada, kuantum yiirliyiiclilerin tuzakli orgiide yagama
olasiliklar1 tartisilmig, yiriiyiiclilerin yasama olasiliklarinin (survival probability)

zamana bagli evriminin gerilmis iistel yasaya uydugu bulunmustur.

Anahtar sozciikler: Klasik rastgele yliriiyiis, kuantum yiiriiyts, es-evresizlik,

yasama olasiligi.
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DISCRETE QUANTUM WALK MODEL AND ITS APPLICATIONS

ABSTRACT

In this thesis, discrete quantum walk model is examined and presented some
applications of this model. Quantum walk is a mathematical model which is used for
designing quantum algorithms and explaining quantum diffusion processes. In order
to use the quantum walk’s potential fully and compose efficient quantum algorithmes, it
is important to know its properties and understand its behavior against to decoherence
problem. A lot of studies of the quantum walk’s dynamics in the absence and presence
of decoherence have been made and various decoherence models have been presented.
Studies of this subject have still continued. Therefore, in this thesis, quantum walk
and decoherence problems have been examined. In the first study, quantum
Hadamard, Fourier and Grover walks have been analyzed in two dimensional trapped
lattice and found that generated decoherence in Hadamard walk is more smaller than
generated in Fourier and Grover walks. In the second study, using the same but three
dimensional trapped lattice model with Hadamard walk, the dependence of dimension
of decoherence has been investigated and relations between decoherence and lattice
dimension have been found. In the last study, survival probability of quantum walkers
has been examined in trapped lattice and found that evaluation of the time dependence

of the survival probability of quantum walkers obeys the stretched exponential law.

Keywords: Classical random walk, quantum walk, decoherence, survival probability.
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BOLUM BIiR
GIRIS

Kuantum yiiriiyiis (quantum walk), klasik rastgele yiiriiyiisiin (classical random
walk) kuantum mekaniksel karsiligidir. Kuantum yiiriiyiis, son yillarda kuantum
algoritmalarinin gelistirilmesi ve kuantum difiizyon olaylarinin agiklanmasinda
yaygin olarak kullanilan bir modeldir (Grover, 1996; Shor, 1994). Kuantum yiiriiyiis
ilk defa 1993 yilinda Aharonov, Davidovich ve Zagury tarafindan modellenmistir.
Fakat kuantum yiiriiyiisiin tarihi, fizik literatiiriinde etraflica ¢alisilmis olan kuantum
difiizyon dinamigi ¢aligmalarina kadar gider (Feynman, Leighton ve Sands, 1964).

Glinlimiizde kullanilan dijital bilgisayarlarin algoritmik calisma prensipleri, klasik
mantik temeline dayanir. Mevcut bilgisayarlarin kapasiteleri gegmise oranla sasirtic
hiz, bellek ve islem kapasitesine sahiptir. Fakat bilgisayar teknolojisinin siirekli
gelismeye devam etmesi ve iireticilerin giderek daha kiiciik devreler tasarlamasi ile
cok daha hizli ve ¢ok yiiksek islem kapasiteleri olan bilgisayarlar elde etme seriiveni
durmaksizin devam etmektedir. Bunun sonucu olarak bilgisayar teknolojisi de
kuantum fiziginin siirlarina dogru evrilmektedir. Kuantum hesaplama prensiplerine
gore calisan kuantum bilgisayar1 elde etmek miimkiin olabilecek mi bunu zaman
icinde gorecegiz. Fakat sunu sOyleyebiliriz ki, giiniimiizde kuantum bilgisayar1 elde
edebilmek i¢cin hem teorik hem de deneysel calismalar c¢ok yogun olarak

surdurilmektedir.

Kuantum mekaniginin algoritmik problemlerde kullanilma fikri, Feynman’a kadar
dayanir. Feynman bu fikrin uygulamasini, kuantum mekaniksel sistemlerin ancak bir
kuantum sistemi ile modellenebilecegini diisiinerek gerceklestirmistir (Feynman,
1982, 1986). Feynman, kuantum mekaniksel sistemlerin diger kuantum mekaniksel
sistemleri modellemek icin iyi bir donanima sahip oldugunu, bu nedenle kuantum
bilgisayari ile bu tiir bir modellemenin yapilabilecegini 6ne siirmiistiir. Bu probleme
bir baska yaklasimda Deutch (1985) tarafindan yapilmistir.  Deutch, kuantum
mekanigi ile Church-Turing prensibini birlestirmeye calismistir.  Eger makine

kuantum mekaniksel ise makinenin fiziksel temeli iizerinde bir uyarlama yapilmasi
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gerektigi diisiincesini onermis ve Church-Turing-Deutch prensibini olusturmustur.
Deutch bu calismasinda aym1 zamanda klasik bilgisayarlarla ¢6ziimii miimkiin
olmayan fakat kuantum fizigi prensiplerine uygun, kolay bir ¢éziimii olan ve ilk somut
sayisal calisma olan Deutch algoritmasini 6nermistir. Bu algoritma, iki kubitten
olusan en kii¢iik algoritma olmasiin yaninda sonraki algoritmalarin da ana bilesenini

olusturur ve kuantum algoritmalarinin nasil ¢calistigin1 anlamak agisindan 6nemlidir.

Kuantum algoritmalarinda esas bulus, Peter Shor (1994) tarafindan yapilmistir.
Shor, bliyiik bir saymin carpanlarim1 bulmak i¢in etkili bir kuantum algoritmasi
tasarlamis ve bu algoritma ile bir tamsay1y1 ¢arpanlarina ayirma isinin en iyi bilinen
klasik karsiligindan iistel olarak daha hizli yapilabilecegini gostermistir. Shor’un
ardindan Grover (1996), 6nerdigi algoritma ile sirali olmayan bir veri tabaninda arama
probleminin klasik algoritmadan kuadratik olarak daha hizli yapilabilecegini
gostermistir.  Bu gelismeler, kuantum bilgi ve kuantum hesaplama alanlarinda
kuantum fizigi, bilgisayar bilimi, matematik, miithendislik gibi ¢ok cesitli disiplinlerde
aktif caligsmalar yapilmasini saglamistir. Cesitli problemlerin klasik algoritmalardan
daha etkili ¢6zlimii i¢in Onerilen kuantum algoritmalarinin tasarimi ve analizi en ¢ok

ilgi géren arastirma konularindan biri olmustur (Nielsen ve Chuang, 2000).

Mevcut bilgisayarlarda kullanilan klasik algoritmalarin ¢ogu rastgele ylriiytisii
temel alir. Diger bir sdyleyisle rastgele yliriiyiis, klasik algoritmalarin matematiksel
modelidir. Bu nedenle rastgele yliriiyiis, klasik algoritmalarin yap1 tagidir diyebiliriz.
Benzer sekilde kuantum yiiriiylis modeli de kuantum algoritmalar1 ve kuantum

hesaplama i¢in 6nemli bir yap1 tagidir.

Kesikli ve siirekli kuantum yiiriiylis modellerinin ikisi de algoritmalarda ¢esitli
problemlerin ¢6ziimii i¢in yaygin bir sekilde kullanilmistir. Kesikli kuantum yiiriiyiis
icin ilk kuantum algoritmalar1 Aharonov ve ark. (2001) ve Ambainis ve ark. (2001)
tarafindan olusturulmustur. Bu c¢alismalart takiben, hiperkiipte (hypercube) kuantum
yiirliyliste bir koseden diger kdseye ulasma zamaninin (hitting time), klasik durumdan
iistel olarak daha hizli oldugu gosterilmis (Kempe, 2005) ve Moore ve Russel (2002)
tarafindan yapilan ¢alismada aymi hizlilik, yiiriiyiisiin kararli bir dagilima ulasmasi

icin gerekli zaman olan birlestirme zamaninda da (mixing time) elde edilmistir.
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Kuantum yiirliylis kullanilarak kuantum arama (quantum search) algoritmalari
Onerilmistir. (Aaronson ve Ambainis, 2005; Ambainis, Kempe ve Rivosh, 2005;
Childs ve Glodstone 2004; Shenvi, Kempe ve Whaley, 2003). Childs ve ark. (2003)
tarafindan yapilan ¢aligmada, siirekli kuantum yiiriiyiis kullanarak 6zel bir grafikte bir
koseden diger koseye, klasik durumdan {iistel olarak daha hizli ulasilabilecegi
gosterilmistir. 2007 yilinda Ambeainis, en etkili kuantum algoritmasini olusturmak i¢in
kuantum yiirliylisii eleman farklili§1 (element distinctness) problemine uygulamistir.
Bu caligsmalarin yani1 sira kuantum yiirilyiis, sorgu (query) modeli olarak bir¢ok farkli
probleme uygulanmistir. Bu problemlerden bazilar1 tiggen bulma (Magniez, Santha,
ve Szegedy, 2005), matris carpimini kontrol etme (Buhrman ve Spalek, 2006), grup
birlesme 6zelligini test etme (Magniez ve Nayak, 2007) olarak sayilabilir.

Teorik olarak kuantum yiiriiyiis, kauntum algoritmalarinda bir model olarak
kullanilabilmektedir. Fakat kuantum yiiriiyiisiin algoritmik realizasyonlarinda 6nemli
zorluklarin ortaya ¢ikmasi kacinilmazdir. Bu zorluklardan birisi, bir kuantum
sisteminin ¢evresiyle etkileserek klasik sisteme donmesidir. Es-evresizlik
(dechorence) olarak bilinen bu durum, kuantum yiiriiylislerde de karsimiza
ctkmaktadir. Kuantum yiiriiyiislerde ortaya ¢ikabilecek bu tiir sorunlarin detayl
olarak anlagilabilmesi, kuantum algoritmalar1 agisindan biiyiik 6nem tagimaktadir. Bu
nedenle son yillarda kuantum yiirliylislerinde es-evresizlik olay1 fizikte giincel
problemler arasina girmistir. Es-evresizlik olayi, kuantum algoritma ¢alismalarinda,
ayrica bir kat1 malzeme i¢inde elektron tasimimi, bir kubitin optik 6rgiide veya bir
optik bosluk (kavite) icinde tasinimi, ya da nétral bir atomun tuzakli bir optik uzayda
tasinimu gibi pek ¢ok kuantum siirecinde ortaya ¢ikmaktadir. Bu nedenle giinlimiizde
bu tiir sistemler icin es-evresizlige yol acan mekanizmalarin anlasilmasi ve hangi tiir
mekanizmalarin ne miktarda es-evresizlige yol a¢tigmin belirlenmesi biliyiikk 6nem
tasimaktadir. Es-evresizligin kuantum yiiriiyiislerle modellendigi cesitli calismalar
yaymlanmistir.  Ozellikle engelleyici veya sogurucu tuzaklarm varhiginda ya da
yansitict veya sogurucu sinir kosullarma sahip geometrilerde yapilan kuantum
yiirliylis ¢alismalarinda, es-evresizlik davranist hakkinda ilging sonuclar elde
edilmigtir. Ancak kuantum yiiriiylislerdeki es-evresizligin anlasilmasi, halen

giincelligini koruyan problemler arasindadir.
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Bu tezde, tuzakli 6rgii modeli kullanarak, kesikli 6rgii (discrete lattice) uzayinda
kuantum yiiriiyiisler gergeklestirilmis ve bu model kullanilarak es-evresizlik problemi
incelenmistir. Sogurucu tuzakli uzay modelinin se¢ilmesinin 6nemli bir nedeni vardir.
Bir kuantum sisteminde kuantum durumlarinin tamamiyla yutuldugu fiziksel
mekanizmalarin olmasi nedeniyle bu tuzak modeli, fiziksel duruma uygun bir
modeldir. Bu modeli ¢alismak, kuantum tasinim ve kuantum algoritma tartismalari
acisindan faydali olacaktir.  Ayrica konunun yeni olmasi agisindan bu konuda
literatiirde oldukca biiyiik bir bosluk vardir. Bu calismadan elde edilecek sonuglar,
kuantum es-evresizlik konusunda arastirma yapanlar ve kuantum algoritmasi

gelistirmeye ¢aliganlar i¢in de 6nemli bir katki sunacaktir.

Tez su sekilde organize edilmistir: Tkinci Béliim’de, klasik rastgele yiiriiyiis kisaca
sunulduktan sonra kuantum yiiriiyiis ve kuantum yiiriiylis modelleri (kesikli ve siirekli
kuantum yliriiyiis) ele alinarak kesikli kuantum yiiriiylis modelinin dinamigi ayrintili
sekilde incelenmistir. Ayrica kuantum yiiriiyiisiin fiziksel uygulamalarindan
bahsedilmis ve bu boliimde son olarak, kuantum yiirliyiiste es-evresizlik olay1 ele
almmustir. Ugiincii, Dordiincii ve Besinci Boliim’lerde, bu tez kapsaminda olusturulan
ve literatiire katkis1 olan kesikli kuantum yiirilyiis ¢alismalar1 anlatilmistir. Uglincii
Boliim’de, iki boyutlu tuzakli o6rgiide kuantum yiiriiyiiste es-evresizlik problemi
tartisilmustir. Dordiincii Boliim’de, 1ii¢ boyutlu tuzakli kuantum yiiriiyiiste
es-evresizligin boyuta baghligi arastirilmistir. Besinci Boliim’de, bir boyutlu tuzakli
orgilide, birbiriyle etkilesmeyen ¢ok parcacikla gerceklestirilen kuantum yiiriiyiiste,
parcaciklarin yasama olasiliginin zaman evrimi incelenmis ve son olarak altinci

boliimde ise yapilan ¢caligmalarin sonuglart kisaca yorumlanmaistir.



BOLUM iKi
KUANTUM YURUYUS VE ES-EVRESIZLIK

2.1 Giris

Klasik rastgele yiiriiyiis, Brownian hareketin 6zel bir hali olup, genellikle bir 6rgii
uzay1 lizerinde gergeklesen stokastik hareketi temsil eder. Rastgele yiiriiyiis, basit
goriintlisiine ragmen oldukca gii¢lii matematiksel yapis1 olan bir modeldir ve fizik,
ekonomi, biyoloji, kozmoloji gibi c¢ok ¢esitli alanlarda uygulamalar1 vardir
(Guillotin-Plantard, ve Schott, 2006). Kuantum yliriiylis modeli, klasik rastgele
ylirilylis modelinde oldugu gibi pek ¢ok alana heniiz uygulanmamis olsa da kuantum
hesaplama prensiplerine dayali olarak calisabilecek kuantum bilgisayarlar1 igin
gelistirilecek algoritma modelleri olusturmak ic¢in 6nemli adaylardan birisidir. Bu
nedenle kuantum yliriiylis modelinin fiziksel sistemlere uygulanabilirligi, dinamigi,
sonuclar1 oldukca 6nemlidir. Bu bdliimde, klasik rastgele yiiriiyiis, kuantum yiirtiylis

ve kuantum yiirliyiiste es-evresizlik konular1 kisaca ele alinmigtir.

2.2 Klasik Rastgele Yiiriiyiis

Rastgele yiirliylis terimi ilk defa 1905 yilinda Pearson tarafindan, "sarhos
yiirliylisii" olarak bilinen probleme ¢6ziim 6nerdigi ¢calismasinda kullanilmistir. Bu ilk
uygulamadan kisa bir siire sonra Brownian hareketin agiklamasi Einstein (1905)
tarafindan yapilmistir. Brownian hareket, denge halindeki gaz yada sivi icindeki
biiyiik toz parcaciklarinin rastgele yiiriiyiis ile modellenmesine dayanir. Bu modelden
bagimsiz olarak bir yil sonra benzer teorik bir g¢alisma, Smoluchowski (1906)
tarafindan yapilmistir.  Klasik rastgele yiiriiyiiste bir veya birden fazla parcacik
stokastik hareket yaparak yer degistirebilir. ~ Bu pargaciklar, etkilesimli veya
etkilesimsiz olabilirler. Burada temel olan sey, klasik rastgele yiiriiylisiin fiziksel
arglimanin klasik bir parcacik olmasidir. Bu ylirilyiiste pargacik, kosullu veya

kosulsuz olasilik dinamigi kurallarina gore hareket eder. Basit rastgele yiiriiyiis bize,
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makroskobik bir difiizyon siirecinin mikroskobik temsilini ve modelini sunar.
Gecekten de rastgele yiirliylis siireci, siireklilik limitinde makroskobik difiizyon
dinamigini verir. Bu sayede diflizyon denklemi, basit bir rastgele yayilim silirecinden
elde edebilebilir. Bunun yaninda basit bir rastgele yiiriiylis siirecine bazi ek kosullar
konuldugunda, kesirli (fractional) difiizyon denklemi, Fokker-Planck, Langevin ve bu

denklemlerin kesirli hallerini de elde etmek mumkiindur.

Ayrica klasik rastgele yiiriiyiis, algoritmik problemlere uygulanabilmesi agisindan
da teorik bilgisayar biliminin yap1 taslarindan biri olarak kabul edilir. Ornegin, klasik
rastgele yiiriiyiis, grafik birlestirici (Sinclair, 1993), 3-SAT (Schoning, 1999) ya da
matrisin siirekliligi (Jerrum, Sinclair, ve Vigoda, 2001) gibi bir¢ok problemin

¢Ozlimiinde kullanilir.

2.2.1 Bir Boyutlu Orgii Uzerinde Klasik Rastgele Yiiriiyiis

Basit rastgele ylirilyiis, pargaci@in Orgli iizerinde kesikli zaman adimlarinda
hareket ettigi stokastik bir siirectir. Yiirliylistin  bir boyutlu 0Orgii {lizerinde
gerceklestigini diislinlirsek, her adimda parcacik, bulundugu konumdan sagindaki
veya solundaki en yakin komsu Orgii noktalarina esit olasilikla hareket eder.
Pargacigin saga ve sola gidisi rastgele bir olay olan para atisinin yazi ve tura
gelmesine gore belirlenebilir. Pargacigin (¢t = 0) aninda (z = 0) noktasinda oldugunu
diisiinelim. 11k adimdan sonra parcacik, 1/2 olasilikla z = 1 noktasinda yada z = —1
noktasinda bulunur. Bu islem bir¢ok kez tekrarlandiginda, parcacigin ¢ aninda, x

konumunda bulunma olasiligi,
1 1
P(x,t):EP(:L'—I,t—1)—|—§P(x+1,t—1),x6Z (2.2.1)

seklinde tekrarlama bagintis1 yardimiyla bulunabilir. P(0,0) = 1 baslangi¢ kosulu ve
(2.2.1) bagintis1 kullanilarak P(z,t) olasilik dagilimi ¢izdirildiginde, Sekil (2.1)’den
de goriildiigii gibi Gaussyan dagilim elde edilir. Yiirliylisiin 6rgii iizerinde yayilimini

karakterize etmek i¢in varyansinin zamanla degisimini incelemek gerekir.
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Sekil 2.1 ¢ = 100 zaman adimi sonunda bir boyutta
klasik rastgele yiirliyliste konumlarin olasilik dagilima.

2.2.2 Klasik Rastgele Yiiriiyiiste Varyans ve Momentler

Bir boyutta varyans,
o?(t) = (z%) — (x)? (2.2.2)

denklemi ile verili. Bu denklemde (z) ve (z?), P(z,t)’nin birinci ve ikinci

momentleridir.

Bir boyutlu 6rgii iizerinde rastgele yiirliylisii gergeklestiren M pargacik oldugunu
diisiinelim. 7. parg¢acigin konumu x; ise M pargacigin ortalama konumu ya da rastgele

yliriiyiisiin birinci momenti,
M
1
() = =7 ; zi (2.2.3)

seklinde verilir. Eger yiiriiylisi # konumunda bitiren pargacik sayisi w(x) ise bu

denklem,

(z) = % > w() (2.2.4)

seklinde de ifade edilebilir. Bir parcacigin saga ve sola gitme olasilig1 esit oldugundan,
2 konumunda ne kadar pargacik varsa —x konumunda da o kadar pargacik olacaktir.

Bu durumda denklemindeki toplamda zw(x) ve —xw(x) birbirini yokeder ve rastgele



ylirliylis i¢in birinci moment,

() =0 (2.2.5)

olarak bulunur. Bu sonuca gore bir boyutta kuantum yiiriiyliste ortalama yerdegistirme
sifirdir. Denklem (2.2.2)’de (z) yerine yazildiginda, bir boyutta rastgele yiiriiyiis i¢in
varyans,

o? = (2?) (2.2.6)

sekline doniisiir. Varyansi hesaplayabilmek i¢in ikinci momenti bilmek gerekir.

N adim sonunda parc¢acigin konumu z ise, orijinden yliriiyiise baslayan pargacik i¢cin

z,
N

=Y A (2.2.7)
j=1

denklemiyle tanimlanabilir. Bu denklemde A;, j. adimdaki yerdegistirmeyi gosterir.

22°de (2.2.7) denklemine benzer sekilde,

N N
=) A A (2.2.8)
i=1 j=1

seklinde tanimlanabilir. Bu denklemde her iki tarafin ortalamasi alinarak ikinci moment

(%),

(%) = <§;AiéAj> — <§:§:AZA]-> = 3 i (AA;) (2.2.9)

i=1 j=1 i=1 j=1

olarak bulunur. ~ Adimlar birbirinden bagimsiz oldugundan, (i # j) iken

(A;A}) = 0°dir. Bu durumda (2.2.9) denklemi, (i = j) i¢in yeniden yazilirsa,

(%) = i (A% (2.2.10)

ifadesi elde edilir. Her adim uzunlugunun ayn1 oldugu kabul edilip, bu uzunluk [ ile

gosterilirse, ikinci moment her adimda sabit bir sayiya esit olur.

(z%) = N[? (2.2.11)



Bu sonuca gore varyans,

o = (2%) = N[? (2.2.12)

olarak bulunur ve varyansin karekokii ile tanimlanan standart sapma da,
Vo? =+/(z2) = VNI (2.2.13)

ifadesine esit olur. Standart sapma, N adim sonra parcacigin yiiriiyiise basladigi
noktadan ne kadar uzakta oldugunu gosterir. Bu sonuca gore adim uzunlugu [ = 1
alindiginda, bir boyutlu 6rgiide rastgele yiiriiyiis yapan pargacik, baslangi¢ noktasindan

adim sayisiin karekokii kadar uzaklagmis olur.

2.2.3 Klasik Rastgele Yiirityiis ve Difiizyon Denklemi

Rastgele yiirliyiis, siireklilik limitinde, klasik diflizyon denklemi ile tanimlanabilir
(Hughes, 1995; Weiss, 1994). Diflizyon denklemi elde edilirken, bir boyutlu rastgele
yirllylisti kullanmak, matematiksel ifadelerin tiiretilmesinde kolaylik saglar. Bu alt
boliimde, bir boyutlu klasik rastgele yiiriiylisten yola ¢ikilarak difiizyon denkleminin

elde edilisi ve bu denklemin ¢oziimii gosterilmistir.

Bir boyutta rastgele yliriiyiiste, yiiriiyiicliniin saga dogru bir adim atma olasilig1 a,
sola dogru bir adim atma olasilig1 b = 1 — a ile gosterilirse, yliriiyliciiniin N + 1 adim

sonunda ¢ konumunda olma olasiligt P(i, N + 1),
P(i,N+1)=aP(i—1,N)+bP(i+1,N) (2.2.14)

seklinde tanimlanan tekrarlama bagintis1 yardimiyla bulunabilir. Siireklilik limitinde,
kesikli degiskenler (i, V), siirekli degiskenler (x, t) ile yerdegistirmelidir. Degiskenler
arasindaki iliski,

t=NAt ve xr =1Azx (2.2.15)

seklinde verilir. Burada Az, 6rgii noktalar1 arasindaki mesafeyi, At, ard arda gelen
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adimlar arasindaki zaman1 belirtir. Bu tanimlamalar altinda P(i, N + 1),

PJi, N +1] = p[iAz, (N + 1)At] (2.2.16)

formunda yazilabilir ve denklem (2.2.14) de,

pliAx, (N +1)At] = ap[(i — 1)Az, NAt] + bp[(i + 1) Az, NA] (2.2.17)

sekline doniisiir. At — 0, Ax — 0 limitinde, x = 0 ve ¢ = 0 civarinda, denklem

(2.2.17) Taylor serisine agildiginda, bu denklemdeki terimler tek tek asagidaki gibi

bulunur.
Op(x,t
plidz, (N + 1)At] =~ p(x,t) + At pg’;’ ) +... (2.2.18)
. op(z,t) 1 , O%p(x,t)
+ 1)Az, NAt] = + A —(Azx)* ———— ... 2.
Pl 1) A0, NAY ~ pla, 1) + Ar 502 4 2 (A0 08 (22.19)
Bu terimlere gore denklem (2.2.17) yeniden diizenlenip, gerekli sadelestirmeler
yapilirsa, ,
Op(z,t) Op(z,t) 1 2 0°p(z, 1)
A = (a —b)Ar—— + - (Az)"——— 2.
t 5 (a —b)Az O +2( x) 92 (2.2.20)

denklemi elde edilir. ((Axz)*/2At) orani sonlu iken, At — 0, Az — 0 limitinde,

L (Ax)?
D= At,hAI?—A) 2At (2.2.21)
ve
L (Az)
v = At,lgg—%)(b - a)A—t (2.2.22)
tanimlamalar1 yapilirsa denklem (2.2.20),
op(,t O*p(x,t op(x,t

ot 0x? ox

seklini alir. (2.2.23) denklemi, Fokker-Planck denklemi olarak bilinir ve bu denklemde
D, difiizyon katsayisini, v, siirliklenme hizim1 gosterir. Rastgele yiiriiyiiste her zaman

adiminda saga ve sola adim atma olasilig1 esit ise siiriiklenme hizi, v = 0 olur ve bu

durumda (2.2.23) denklemi,

op(x,t)  Ip(a,t)
R E (2.2.24)
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klasik difiizyon denklemine indirgenir.

—00 < x < ooarahigindavet > 0iken denklem (2.2.24)’lin ¢6zimil, p(z,0) = d(x)
baslangi¢ kosulu kullanilarak Fourier doniistimii yardim ile yapilabilir. p(z,t) nin

Fourier doniisiimii,

p(w,t) = / ) e p(x, t)d (2.2.25)

o0

seklindedir. (22 p(z,t)) fonksiyonunun Fourier doniisiimii ise,

/_ . e aa; p(z,t) = (—iw)"p(w, t) (2.2.26)

seklinde verilir. (2.2.25) ve (2.2.26) bagintilar1 kullanilarak, (2.2.24) denkleminin
Fourier doniisiimii,

a;3(w, t) = —Dw*p(w,t) (2.2.27)
seklinde elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii,

p(w,t) = p(w, 0) exp(—Dw?t) (2.2.28)

formundadir. (2.2.28) denklemdeki p(w, 0) terimi, p(z,0) = §(z) ile verilen baslangig

kosulunun Fourier doniisiimiinii ifade eder ve bu doniisiim,
p(w,0) =1 (2.2.29)
olarak bulunur. Bu durumda denklem (2.2.28),
p(w,t) = exp(—Dw?t) (2.2.30)

sekline doniisiir. p(z,t) fonksiyonunu elde etmek igin denklem (2.2.30)’a ters fourier

doniisiimii uygulanirsa,

1 [~ _
p(z,t) = Dy e " p(w, t)dw (2.2.31)
1 o¢]
= 2—/ exp(—iwz — Dw?t)dw (2.2.32)
™ —0oQ

ifadesi elde edilir. Integralin kolay alinabilmesi icin iistel ifade tam kare formunda
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yazilirsa,

1 [ ix \>  a?
- — (VDtw - - 2.
p(z,t) o /oo exp [ ( w 2\/_t) 4Dt] dw (2.2.33)

1 x? > iz \’
=5 -€xXp (—4—1%)/_00 exp [— (\/Htw — 2@) ] dw (2.2.34)

denklemi elde edilir. & = (\/ Dtw — & > degisken doniisiimii yapilip, (2.2.34)

2vDt
ifadesi tekrar diizenlenirse,

1 2 fe'e)
p(z,t) = S O (—f—m) /_ ) exp(—€2)de (2.2.35)

seklinde bilinen bir integral ifadesine doniisiir. Bu integralin ¢oziimii,

/ h exp(—£2)dé = /7 (2.2.36)

—00

seklinde verilir. Integralin ¢6ziimii, denklem (2.2.35)’de yerine yazilarak,

1 x?
p(z,t) = \/mexp <—m> (2.2.37)

ifadesi elde edilir. Elde edilen bu ¢6ziime gore olasilik dagilim fonksiyonu p(z,t),

konum ortalamas sifir, varyansi 2Dt olan Gaussyan dagilima uymaktadir.

2.3 Kuantum Yiiriiyiis

Kuantum yiiriiyiis, klasik rastgele yiirliyiisiin siiperpozisyon (iist liste binme) ve
girigim gibi kuantum mekanigi sonuglar1 kullanilarak genellestirilmis halidir. Klasik
rastgele yliriiyiiste, yiirliylisii gerceklestiren eleman bir parcaciktir ve bu parcacik,
konum uzayinda belirli bir olasilikla hareket eder. Kuantum yliriiyiisiin elemani ise
parcacik degil, bir kuantum durumudur (quantum state). Klasik yliriiyiiste pargaciklar
girigsim yapmaz ve her hangi bir ¢ aninda uzayin yalnizca bir noktasinda bulunabilirler.
Fakat kuantum yiiriiyiis yapan bir durum, ayni anda uzayin her noktasinda bulunabilir.

Bir kuantum 06l¢iimii yapana kadar kuantum durumunun uzaym hangi noktasina
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lokalize olacagini bilmek olas1 degildir. Ancak 6l¢iim sonucunda, kuantum durumunu
bir pargacik olarak uzayin her hangi bir noktasinda gozlemlememiz miimkiindiir.
Ayrica kuantum fizigi ilkelerine gore kuantum durumlar: girisim yapma 6zelligine de
sahiptirler. Kuantum yliriiyiiste bir kuantum durumu, ayni anda muhtemel yollar
kontrol ederek farkli yollarn girisimine karsilik gelen genlikler ile hareket eder. Bu
durum, kuantum yiirliyliste varyansin, adim sayisinin karesiyle orantili artmasina yol
acar. Klasik yiirliyliste ise varyans, adim sayisi ile lineer artar. Bu da bize, kuantum
yiirliylistin klasik rastgele yiiriiyiisten kuadratik olarak daha hizli yayildigini gosterir

ve kuantum algoritmasi olarak kullanilabileceginin sinyallerini verir.

Kuantum yiiriiyiiste klasik pargacigin yerini, elektron, atom yada foton gibi bir
kuantum parcgacig1 ve stokastik evrimin yerini, {initer evrim alir. Kuantum ytiriiyiisiin
zaman evrimi, ara basamaklarda Ol¢iim yapilmadan her zaman adiminda evrim
operatoriiniin baslangi¢ durumuna uygulanmasiyla olusur ve zaman evriminde
kuantum girisimden dolay1r kuantum vyiirliylis, klasik rastgele yiirliylisten farkli
davranmg gosterir (Kempe, 2003). Klasik rastgele ylriiyiliste yikict girisim
bulunmamasina ragmen kuantum yliriiyiiste aym1 noktada bulusan iki farkli yol
birbirini yok ederek yikici girisime neden olabilir ve bu durum kuantum yiiriiytiste,
klasik rastgele yiiriiylisiin olasilik dagilimi olan Gaussyan dagilimdan ¢ok farkli bir

olasililik dagiliminin olugmasina neden olur.

Strekli kuantum yiiriiylis ve kesikli kuantum yiirliylis olmak iizere kuantum
evrimini karakterize eden iki farkli model bulunur. 1998 yilinda Farhi ve Gutmann
tarafindan kullanilan siirekli kuantum ytiriyiiste, yiiriiyilis direkt olarak konum uzay1
ile tamimlanabilir. YOnelim uzayina gerek yoktur. 1990’larin basinda Aharonov ve
ark. tarafindan kullanilan kesikli kuantum yiiriiyliste ise pargacigin yonelimini
belirlemek i¢in konum uzaymnin yaninda, yonelim uzayma da ihtiya¢ vardir. Siirekli
kuantum yiiriiytis ile kesikli kuantum ytriiyiisiin sonuglar1 genellikle benzerdir. Fakat
kesikli kuantum yiiriiyiis, kuantum algoritmalar1 olusturmada daha etkilidir. Ciinkii
bir kuantum bilgisayari, kesikli kayitlarla ¢alisir. Kuantum yiiriiyiisiin kesikli olmasi
ise onu, bir kuantum bilgisayar1 ile hesaplamamiza olanak verecektir. Bdylece
kuantum yiiriiyiisii kullanarak, bir kuantum bilgisayarinda kullanilabilecek daha etkili

algoritmalar bulmak olasidir. Bu nedenle bu tez kapsaminda, kesikli kuantum yiiriiyiis
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iizerine yogunlagilmistir.

2.3.1 Kesikli Kuantum Yiirityiis Modeli

Bir boyutta kuantum yiiriiyliste, her bir zaman adiminda pargacik, sag ve sol
genliklerin esit oldugu siiperpozisyon durumunda hareket eder. Fakat boyle bir
yliriyiis, yontemin {initer olmamasindan dolay1 fiziksel olarak imkansizdir. Sadece
homojen {initer yontemler komsu oOrgii noktalar1 arasindaki gecisi saglar. Eger
parcacik, hareketini destekleyen ekstra bir serbestlik derecesine sahip olursa, iiniter
bir yiirliylis saglanabilir. Bdylece parcacik, yonelim ve konum olmak iizere iki

serbestlik derecesine sahip olur.

Yiirtiylis Hilbert uzayinda He ® Hp ile gosterilir. H¢e yonelim uzayi, Hp, konum

uzayidir. ¢ aninda sistemin durumu,

) =Y Y Ajw(t) 1) Im) (2.3.1)

7=0 m=—oc0

ile verilir. A;., genligi, reel yada kompleks say1 olabilir ve >, |4 = 1
denklemini saglar. Durum vektorii [m), m = 0,4+1,£2, ..., +00 olmak lizere orgii
tizerinde yirliyliciiniin konumunu belirtir.  Durum vektorii |j), |T) = |0) yada

|l) = |1) durumlarinda bulunur ve saga veya sola yonelimi belirtir. |T) ve ||) standart

bazlarda,

1) = , ) = (2.3.2)

vektorleriyle gosterilir. Kuantum ylirliylisiin zaman evrimi,

[t +1)) = U (1)) (2.3.3)

ile gosterilir. Yiirliylislin bir adimi, U operatdrii ile verilir. U operatorii,

U=50C®&I (2.3.4)
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olarak gosterilir. C, Coin (kuantum para) operatordiir ve sadece yonelim uzayina etki
eder. S, dteleme operatdrii ise durum uzayina etki eder. I, birim operatdrdiir. Uniter
doniisiim C’nin se¢imi keyfidir ve C’yi degistirerek farkli davraniglarda birgok yiiriiyiis
tanimlanabilir. Herbir zaman adiminda parcacigin yoneliminin Hadamard doniistimii

sonucunda belirlendigi yliriiylise Hadamard yliriiyiisii denir.

Bir boyutta Hadamard operatori,

H=—— (2.3.5)

olarak verilir. Hadamard dontisiimii ayrilabilirdir ve uzaysal serbestlik dereceleri
arasinda dolasiklik olusmaz. Bu 6zellik bize, Hadamard dontistimiinii her uzay boyutu
i¢in bir islemciye ayirma olanagi verir. Bir boyut i¢in Hadamard operatorii, P ve ()

gibi iki islemciye ayrilabilir.

0 0 41
R 00

H = P+ Q’ya esittir. P, yiiriiyiicliniin saga dogru (), sola dogru esit olasilikla

hareketini temsil eder.

Hadamard islemcisi | 1) ve ||) durumlarina uygulandiginda,

1
i = (0 +11) (2.3.7)
HI) = (1) —11) (2.3.8)

V2

stiperpozisyon durumlari olusur. Bundan sonra dteleme operatorii S, yiirliyiiciiniin

hareketini durum vektorlerine gére agsagidaki gibi belirler.

ST m) = [1)lm+1) (23.9)
S|ym) = [1)m—1) (2:3.10)
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Sekil 2.2 Baglangig durumu |T) ® |0) olan kuantum
yiirliyiisii igin 100 adim sonunda konumlarin asimetrik
olasilik dagilimu.

U doniisiimii sonucunda, ¢ 4 1 aninda, m konumunda yiiriiyiiciiniin dalga fonksiyonu,
(.t + 1)) = Plo(m +1,8)) + Q [(m — 1,1)) (23.11)
denklemiyle bulunur. Dalga fonksiyonu,

Y1 (m, t))
P(m,t)) = 23.12
| ) 1Y (m, 1)) ( :

seklinde iki bilesene sahiptir. Yiiriiyliciiniin, £ aninda, m konumunda bulunma olasilig1
da,
P(m,t) = (T [ ¢(m, 1)) P+ | {| | ¥(m, ) |* (2.3.13)

bagintist ile verilir.

H ve S operatorlerinin | T) ® |0) durumuna sirastyla uygulanmasiyla,

mel) 2 %<m+u>>®|o>
S Lanem s nel-1) (2.3.14)

Sl

2
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X
Sekil 2.3 Baslangi¢ durumu %(!T) +i[])) ® |0)
olan kuantum yiiriiyiisii i¢in 100 adim sonunda simetrik
olasilik dagilimu.

elde edilir. Bu durumun standart bazlarda olgiilmesi ile 1/2 olasihikla {| T) ® |1),
| 1) ® | — 1)} sonuglarindan biri elde edilir. Bu 6lgiimden sonra spinler arasinda
korelasyon olmaz. Eger kuantum yliriiyiise, her iterasyonda Ol¢ciim yaparak devam

edilirse, klasik rastgele yiirliylisiin sonuc¢larina ulasilir.

Kuantum yiiriiyliste ara iterasyonlarda ol¢iim yapilmaz. Bdylece farkli konumlar
arasindaki korelasyon korunmus olur. Bu, daha sonraki adimlarda durumlar arasinda
girisim etkilerinin olusmasina neden olur. Girisim etkileri nedeniyle kuantum yliriiyiis,
dagilimin Gaussyan olmamasi1 ve dagilimin yiiriiyiisteki adim sayisina lineer baglh

olmamasi gibi farkli davraniglar sergiler.

IT) ® |0) baslangig¢ durumu ile baglandiginda, 100 adim sonunda kuantum yiiriiyfis,
Sekil (2.2)’den de goriildiigii gibi asimetrik olasilik dagilimi verir. Bu asimetriklik,
kuantum durumlarinin yapici ve yikici girsiminden kaynaklanir, Yiiriiyiise ||) ® |0)
durumu ile baslandiginda, bu sefer sola dogru meyil gozlenir. Simetrik bir dagilim elde
etmek i¢in | T) ve | |) durumlariin siiperpozisyonu olan bir durumla baglamak gerekir.

Bdylece baslangic durumu,

1

@) = —=( 1+ 1) ©|0) (2.3.15)

Sl

2
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olur. Hadamard operat6rii duruma herhangi bir kompleks genlik ilave etmeyeceginden,
| ) durumu iginreel, | |) durumu i¢in tamamen sanal kisimlar elde edilir ve boylece bu
durumlar arasindaki girisim engellenmis olur ve toplam dagilim Sekil (2.3)’te gortildiigii

gibi simetrik hale gelir.

Klasik rastgele yiiriiyiiste ¢ adim sonra varyans, o> = t olur ve orjinden beklenen
uzaklik, 0 = +/t *dir. Kuantum vyiiriiyiiste varyans, 0> = ¢ olup orjinden beklenen
uzaklik, o ~ t kadardir. Bu sonug, kuantum yiiriiyiisiin kuadratik olarak daha hizl
oldugunu gosterir. Ayrica Sekil (2.2) ve (2.3)’ten de goriildiigii gibi yiiriyis, [~ 75, 7]
araligma yayilmistir. Bu durum da klasik duruma tamamen zittir. Ciinkii klasik

durumda dagilim, orjin etrafinda bir pik yapar ve iistel olarak diiserek orjinden uzaklasir.

2.3.2 Siirekli Kuantum Yiiriiyiis Modeli

Kesikli yliriiylis modeli, kuantum olaylarin1 rastgele yiiriiylise uygulamanin
yollarindan biridir. Bir diger yol ise siirekli zaman modelidir. Bu model, kesikli

modelden ¢ok uzak goriinmesine ragmen bazi benzer yanlar1 da vardir.

Siirekli kuantum yiirtiyiiste konum uzay1 H,, *dir. Kesikli kuantum yiiriiyiisteki gibi
bir yonelim uzayina gerek yoktur. Bu modelin temeli, siirekli klasik Markov zincirine
dayanir. Bunu, V' tepe noktasi takimina sahip grafik {izerinde rastgele yiiriiyiis ile
aciklamaya ¢aligalim. Klasik rastgele yiiriiyiliste bir adim, M matrisi ile gosterilebilir.
M; ; girisleri, yiiriiylisiin bir adiminda parcacigin 7’den j’ye ge¢cme olasiligini verir.

p=(pt,ph, ... pfw), t zamanda V' tepe noktasi {izerinden olasilik dagilimi ise,
pitt=>"M;;P! (2.3.16)
J
ile verilir. Diger bir yazim sekliyle,
Pryr = Mp; (2.3.17)

seklinde ifade edilir. Sadece 2’den j’ye ge¢gme olasilif1 sifirdan farkli oldugunda, M; ;
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girigleri sifirdan farkl olur.

1/d;, ©1#j ve 1ivejbagh
My = A )78 (2.3.18)
0, diger durumlarda

Bu denklemde d;, tepe nokasi j’nin derecesini belirtir. Islem, M’in iterasyonu ile
devam eder ve sadece tamsay1 zamanlarda durumlar1 doniistiiriir. YOontemi zamanda
stirekli yapmak i¢in gecislerin her zaman oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda,
parcacigin bir tepe noktasindan komsusuna atlama orani v ile verilir. v zamandan
bagimsiz bir sabittir. Yani komsu diigiimler arasindaki gecis, her birim zamanda ~

olasilikla gergeklesir. Bu yontem i¢in sonsuz kiiciik, iiretici matris 1,

—y, ©# 7 ve ive]jbagh
H;; = 0, i#j ve 1ivejbagh degil (2.3.19)

seklinde verilir. Eger p;(t), par¢acigin ¢t aninda, i tepe noktasinda bulunma olasiligini
gosterirse gegis, (2.3.16) denklemiyle benzer olur ve asagidaki diferansiyel denklemle
tanimlanir.

dp;
b dit) ==Y Hipy(0) (2.3.20)

Bu denklemi ¢ozerek, (2.3.17) denkleminin benzeri,
p(t) = exp(—Ht)p(0) (2.3.21)

esitligini elde ederiz. Markov zinciri teorisi, kesikli ve siirekli modeller arasinda
bir¢cok baglanti saglar. Birlestirme zamanlar1 (mixing times), sogurma olasilig1 gibi

biiytikliikler, iki modelde de benzer davranisa sahiptir.

Bu yapiy1 kuantum durumuna tagimak i¢in Farhi ve Gutman (1998) tarafindan
bir galisma yapilmigtir. Bu ¢alismada tiretici matris yerine, U(f) evrimini ireten
Hamiltonyen kullanilmistir. Bu durumda (2.3.20) denklemi, asagidaki gibi Schrodinger

denklemine doniisiir.

d .
S () = —iH [$(1) (23.22)
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Sekil 2.4 G4 grafigi.

Bu denklemin ¢6ziimii ile zaman evrimi de asagidaki forma doniisiir.

U(t) = exp(—iHt) (2.3.23)

|t)) baslangi¢ durumu ile baglayarak, ¢t zaman i¢in U doniistimiinii uygularsak ve
sonu¢ durumlarinin konumunu 6lgersek 6nceki gibi grafigin tepe noktalar lizerinden
bir olasilik dagilimi elde ederiz. Bu tanimlamalar altinda, kuantum ytiriiyiiste grafikler
calisilmigtir (Farhi ve Gutmann, 1998). Childs, Farhi ve Gutmann (2002) tarafindan
yapilan ¢alismada, sonlu bir grafikte bir koseden diger kdseye ulasma zamaninin (hitting
time) klasik ve kuantum yiiriiytiste listel ayrim gosterdigi bulunmustur. Boyle bir grafige
ornek olarak Sekil (2.4)’te 2 tane 4 diizeyli par¢adan olusan G4 grafigi verilmistir.

Klasik olarak siirekli yiiriiyiis, kesikli yiiriiyliste zaman adiminin uzunlugu sifira
yaklastiginda olusan limit durumdur. Fakat kuantum yiiriiyiis i¢cin bu dogru degildir.
Eger kesikli yiiriiyliste zaman adimini giderek kii¢iiltiirsek, ‘yonelim’ kaydi degismeden
kalir. Bu ylizden limit durum, siirekli yiiriiyilisii vermez. Bu sonuctan yola ¢ikarak,
baz1 durumlarda kuantum yliriiyiisiin bir ¢esidinin digerinden daha faydali olabilecegi
anlamini ¢ikarabiliriz. Fakat biitlin bilinen 6rnekler, iki yiirliyiiste de benzer davraniglar

gostermektedir.
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2.4 Kuantum Yiiriiyiisiin Fiziksel Uygulamalar

Kuantum yiiriiyiisiin fiziksel olaylara uygulanmasi, kuantum bilgisayarlar ile
yapilabilir. Fakat bu makinalarin heniiz genis 0Ol¢ekli insa edilememesi, fiziksel
uygulamalan kisitlamaktadir. Bir grafigin yapisinin kullanilabilmesi yada bir paranin
karakterinin kullanilabilmesi gibi ozellikler kuantum yiiriiyiisiin gercek fiziksel
sistemlere uygulanmasini kolaylastirmaktadir. Boyle bir uygulama, tam donaml bir
kuantum bilgisayar1 olusturmak icin yeterli degildir. Fakat kuantum yiiriiylisi
calismak ve kuantum yiiriiylisii temel alarak algoritmik problemler ¢6zmek hala
memnun edici sonuglar vermektedir. Bu nedenle ¢esitli fiziksel sistemler i¢in 6neriler
yapilmaktadir (Diir ve ark. 2002; Sanders, Bartlett, Tragenna ve Knight, 2002;
Travaglione ve Milburn, 2002).

Bugiin itibariyla, hangi fiziksel yapmin kuantum bilgisayarlar insa etmek icin en
uygun oldugu belli degildir. Bir kuantum bilgisayar i¢in kuantum mantik kapilarina
ve kubitlere ihtiyacimiz oldugunu biliyoruz. Bu da bir¢ok yoldan yapilabilir.
Kuantum bilginin bu karsilanabilirligi, niikleer manyetik rezonans sistemleri, optik
oyuklar, katithal uygulamalari, iyon tuzaklarinda optik orgiiler gibi bir¢cok alanda

calismalarin yapilmasina sebep olmustur.

Benzer sekilde, kuantum yiiriiyiis uygulamalar1 da ¢ok genistir. Tabii ki yliriiyiisiin
konumlarinin, fiziksel uygulamada gercek konumlar olmasi gerekli degildir.
Konumlar, herhangi bir kesikli serbestlik derecesi i¢inde kodlanabilir. Ayni1 sekilde,
yonelim uzaymin da spin 1/2 par¢acigimn spinine karsilik gelmesi gerekli degildir.
Ornegin, Travaglione ve Milburn (2002) tarafindan yapilan ¢alismada, kuantum
yiirliylislin ¢izgi iizerinde uygulamasina dayanan bir iyon-tuzak onerilmistir. Burada
bir iyon, radyo frekansinda iyon tuzaginda hapsedilmis durumda bulunmaktadir.
Tuzak icindeki iyonun [|i) konumlari, Kkesikli hareket halindeki durumlarla
sifrelenmistir. Iyon, hareketli taban durumu |0)’da bulunur. Iyonun elektronik i¢
durumlari, yonelim durumlar1 |T) ve ||) ile kodlanmustir. Yonelim doniistimiini

saglamak i¢in Raman 151n atmalar1 uygulanir.
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Bir baska c¢alismada (Sanders ve ark., 2002) kuantum ylriyiis, kuantum
elektrodinamik makinalarin i¢ine uygulanmistir. Burada fiziksel sistem, bir atomun
icinden gectigi optik bir oyuktur. Iginden gegme sirasinda atomun ig¢ elektronik
seviyeleri oyuk ile etkilesir. Ayrica i¢ atomik diizeyler, mikrodalga atmalar ile idare
edilmektedir. Bu calismanin amaci, kuantum yiriiyiisii giiniimiiz teknolojisi ile
mikrodalga oyukta gerceklestirmektir. Kuantum yiirilyiisiin konumlari, tek oyuk
moduna yonelim durumlar ise i¢ atomik durumlara kodlanmigtir. Buradan halka

iizerinde yiirliylise ulasilmaktadir.

Kuantum yliriiyiisiin optik 6rgiide uygulamasi, Diir ve ark. (2002) tarafindan
Onerilmistir. Bu c¢alismada, optik 6rglide notr bir atomun tuzaklanmasi kullanilmistir

ve ¢aligmanin binlerce adimi1 giiniimiiz teknolojisinde gergeklestirilebilmektedir.

Bu ¢aligmalara ek olarak, Du ve ark. (2003) tarafindan yapilan ¢alismada, siirekli
kuantum yiirliylis 2-kubit, Ryan ve ark. (2005) tarafindan yapilan ¢alismada ise
kesikli kuantum yiiriiylis 3-kubit, Niikleer Manyetik Rezonans (NMR) sistemine
uygulanmistir. Grossman ve ark. (2004), Bose-Einstein yogusmasimi ve yakinlarda
Perets ve ark. (2008), dalga klavuzunda ilerleyen fotonlar1 kullanarak kesikli kuantum
yiiriiyiis uygulamalarin1 gerceklestirmislerdir. Ayrica Manouchehri and Wang (2008),
kuantum noktalar1 (quantum dots) kullanarak kuantum yiiriiylisiin fiziksel

uygulamalarinmi gergeklestirmislerdir.

Tek atom ve fotonlarin deneysel kontroliinde dikkate deger gelismeler olmasiyla
birlikte kuantum yiirliylisiin bu ilk uygulamalarinin yerini, daha dayanikli ve kontrol
edilebilir uygulamalar almistir (Schreiber ve ark., 2010; Zahringer ve ark., 2010).
Kuantum yiirtiylislin istiinliigii (Shenvi ve ark., 2003), deneysel olarak gosterilmistir
(Lu ve ark., 2010) . Ayrica son zamanlarda yapilan deneysel calismada (Broome ve

ark., 2010), sogurucu tuzaklarin kuantum yiiriiyiis lizerine etkisi arastirilmagtir.
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2.5 Kuantum Yiiriiyiiste Es-evresizlik

Es-evresizlik (decoherence), bir kuantum mekanigi kavramidir ve es-evreli
(coherent) durumdan sapmay1 anlatmak ic¢in kullanilmaktadir. Bir kuantum siireci
(kuantum sistemi), kuantum es-evreliligi kaybettiginde klasik duruma, yani klasik
sisteme yaklasir. Bir kuantum sisteminin klasik limite gitmesinde en 6nemli etken,
kuantum sisteminin cevreyle etkilesmesi (gesitli fiziksel mekanizmalar, sicaklik
etkilesimi vb.) ya da disaridan bir 6lgmeye maruz birakilmasidir. Bu hallerde sistem,

es-evreli halini kaybeder. Klasik sistem gibi davranir.

Son yillarda, es-evresizligin kuantum yliriiyiislerle modellendigi ¢esitli ¢aligmalar
yaymlanmstir. Ozellikle engelleyici veya sogurucu tuzaklarin bulundugu érgiilerde
ya da yansitic1 veya sogurucu sinir kosullarina sahip geometrilerde yapilan kuantum
ylirilylis ¢alismalarindan, es-evresizlik davranisi hakkinda ilging sonuglar elde
edilmistir. Bu tiir mekanizmalarin, kuantum yiiriiylislerinde es-evresizlige yol actigi

anlasilmistir.

Bir kuantum ylriiylisiinde kuantumdan klasige gegisin sistematik bir
degerlendirmesi, Kendon ve Sanders (2004) tarafindan ele alinmistir. Bu c¢alismada,
kuantum yiiriiyiisiin hem dalga (tamamiyla kuantum) hem de parcacik dinamigi
gosterdigi fakat {initer olmayan kuantum yiirliyiis i¢in es-evresizligin artmasi veya
azalmasi nedeniyle bu dinamigin, iki farkli davranig arasinda gidip gelebilecegi

gosterilmistir.

Es-evresizlige sahip kuantum yiiriiyiisiin algoritmik karsiligi, ilk kez Kendon ve
Tregenna (2003) tarafindan bir numerik ¢alismada ele alinmistir. Deneysel hatalarin
olast formlarindan esinlenilen bu calismada, ayrica standart sapmanin Gaussyan
yayilimi uygulanarak miikemmel olmayan Hadamard yiiriiyiisii, bir boyutlu uzayda
modellenmis ve elde edilen sonuglar, Mackay ve ark. (2002)’nin sonugclar1 ile
karsilastirilmistir.  Ayrica Shapira ve ark. (2003) tarafindan miikemmel olmayan
kuantum yiiriiylis operasyonlar1 (liniter giiriiltii), bir boyutta modellenmis ve detayl

numerik sonuglar elde edilmistir. Bu ¢alismada, Kendon ve Tregenna (2003)’iin elde
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ettigi sonuclarla benzer sonuclar elde edilmistir. Bir boyutlu caligmalarin yani sira
Alagi¢ ve Russell (2005) yaptiklar1 ¢alismada, es-evresizlik formalizmini d-boyutlu

bir hiperkiip i¢in genellestirmeye ¢alismislardir.

Kuantum yiiriiyiis ile gergeklestirilen miikemmel olmayan 6teleme (imperfect shift)
Diir ve ark. (2002) tarafindan ¢alisilmistir. Yine benzer bir calisma, kirik bagciklara
sahip bir boyutlu kesikli kuantum yiiriiyliste es-evresizlik problemi, Romanelli ve
ark. (2005) tarafindan calisilmistir. Konno (2005b) tarafindan yapilan calismada
ise rastgele hareket eden bir kuantum paranin (coin) daha genel durumu, bir boyutlu
kesikli kuantum yiiriiylis i¢in analitik yaklagim kullanilarak ele alinmis ve miikemmel
olmayan (imperfect) yani es-evresizlige yol agan etkilerin varligi durumunda, kuantum

yliriiyiisten klasik yiirliylisiin elde edilebilecegi gosterilmistir.

Oliveira, Portugal ve Donangelo (2006), iki boyutlu kuantum yiirliylisii kirik
bagciklarin bulundugu iki boyutlu 6rgiiye genellestirerek, bdyle bir uzayin kuantum
yliriiyiis lizerindeki etkisini analiz etmisler, farkli bagslangic kosullar1 kullanarak
kuantum yiiriiylisler i¢in olasilik daglim fonksiyonlar1 ve diflizyon katsayilarini
hesaplamiglardir. Boylece kullandiklart model i¢in Hadamard yiirliylisiiniin
Grover’dan daha dayanikli, Grover’in da Fourier yiirilyiisiinden daha dayanikli
oldugunu gostermislerdir.  Es-evresizlik konusunda detayli bir ¢alisma, Kendon
(2007) tarafindan yaymlanmistir. Kendon bu calismada, es-evresizlik konusunda
yapilan ¢aligsmalar1 gbzden gecirmistir. Karski ve ark. (2009), bir boyutlu spin-bagl
(spin dependent) optik Orgiide es-evresizligi, kuantum yiiriiyiisii kullanarak
tartigmiglardir.  Gontilol, Aydiner ve Miistecaplioglu (2009) tarafindan yapilan
calismada, iki boyutlu tuzakli uzayda Hadamard, Fourier ve Grover kuantum
yurlytsleri incelenmistir. Bu ¢alismada, tuzak yogunlunun es-evresizligi artirdigi
bulunmustur.  Ayrica bir boyutlu tuzakli uzayda kuantum difiizyon dinamiginin
incelendigi modelde (Goniilol, Aydiner, Shikano ve Miistecaplioglu, 2011), kuantum
yirliylise ait olasilik dagilim fonksiyonlarinin yayilma hizlarinin, gerilmis iistel

(stretched exponential) karakterde oldugu gosterilmistir.

Yukarida belirttigimiz gibi es-evresizlik probleminin anlasilmasi hem kuantum

algoritmalarinin  modellenmesinde hem de kuantum difiizyon siireglerinin



25

anlagilmasinda bliylikk Oonem tasimaktadir.  Literatiirden de goriilebilecegi gibi
es-evresizligin kuantum yiirliylis modelleri, gilinlimiize gelene kadar c¢ok fazla
calisilmamistir. Bu konu tizerinde ¢aligmalar, yeni yeni yayginlasmaya baslamistir.
Yapilan bu calismalarda, ¢esitli geometrik mekanizmalarin es-evresizlige yol actigi
anlagilmigtir.  Yansitict smir kosullari, optik tuzaklar veya sogurucu tuzaklar,
es-evresizlige yol acan geometrik yapilara iyi bir 6rnek olusturmaktadir. Ancak

es-evresizligin boyuta bagliligi heniiz anlagilmamaistir.

Es-evresizligin nicel 6lglimii, standart sapmanin zamanla degisimi incelenerek
bulunabilir. Es-evresizlik parametresi p, sifir degerini aldiginda, ideal kuantum
yiiriiylis gerceklesir. Bu durumda kuantum yiiriiylis i¢in standart sapma, o, ~ ¢
seklinde degisir. Es-evresizlik parametresi p’nin degeri arttik¢a, standart sapmanin
egimi azalir ve sonunda belirli bir p degeri i¢in klasik rastgele yiiriiyiisiin standart
sapmasina (o, ~ t1/2) ulasilir. Bir, iki ve ii¢ boyutta baslangic durumlari sirastyla
[1)0), [11) |00), |111) |000) olan Hadamard yiiriiyiigii i¢in sistemde es-evresizlik
yokken (p = 0) standart sapmalarin zamanla degisimi Sekil (2.5)’deki gibidir. Ug

boyut i¢inde degisim zamanla lineer olarak artar. Fakat egimleri farklidir. Egimler,

AO’l AO’Q AO’g AO'l AO'l AO’l
= 2 3 2.5.1
(At’At’At) (At’\/_At’\/_At) @.3.1)
seklinde degisir (Mackay ve ark., 2002).
40 |[—=—1D i
—e—2D
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Sekil 2.5 Hadamard yliriiyiisii icin bir, iki ve ii¢
boyutta standart sapmanin zamanla degisimi.



BOLUM UC
iKi BOYUTLU TUZAKLI ORGUDE KUANTUM
YURUYUSTE ES-EVRESIZLIK

3.1 Giris

Kuantum yiiriiyiiste, es-evresizlie neden olabilecek durumlari ve bunlarin
etkilerini anlamak olduk¢a 6nemlidir. Ciinkii fiziksel uygulamalarda bu tiir durumlar
siklikla karsimiza ¢ikmaktadir. Ayrica bir boyuttan daha yiiksek boyutlarda ¢aligmak
da 6nemlidir. Iki boyutta, bir boyuttan farkli davranslar elde edilebilmektedir
(Oliveira ve ark., 2006). Bunun yaninda iki ve daha yiiksek boyutlarda yapilan

caligmalar, gercek sistemlere daha yakin olacaktir.

Sogurucu tuzaklar, es-evresizlige neden olan mekanizmalardan birisidir. Ciinkii
tuzaklar, kuantum yiiriiyiicliniin yayilma dogrultusu boyunca belirli yerlerde
sogurulmasini saglayarak iiniter olmayan yiiriiylis meydana getirirler. Bu da es evreli
kuantum yiiriiyiisii bozar ve es-evresizlige neden olur. Bu olay, optik realizasyonlarda
fotonun sogurulmasi ya da iyon-tuzak yapilarinda atom ya da iyonun termal
dalgalanmalarla ya da carpismalarla kaybi1 gibi fiziksel durumlara karsilik gelir.
Kuantum yiirliyiiste es-evresizligi incelemek i¢in onerdigimiz bu modelde (Goniilol,
Aydiner ve Miistecaplioglu, 2009), tuzaklarin rastgele (random) fakat diizgiin
(uniform) olarak dagildigi iki boyutlu Orgiide kuantum yiiriiylis ele alinmigtir.
Kuantum Hadamard, Fourier ve Grover ylirilyiislerindeki es-evresizlik, farkli tuzak
yogunluklari i¢in ayrintili olarak incelenmistir. Ayrica bu yiiriiylislerde ortaya ¢ikan

ve nicel olarak Ol¢iilebilen es-evresizlikler karsilastirilmistur.

26
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3.2 iki Boyutta Kuantum Yiiriiyiis

iki boyutlu 6rgiide kesikli kuantum yiiriiylis yapan yliriiyiiciiniin, ¢ anindaki durumu,
Z Z Ajkamn(t) 1, k) [m, n) (3.2.1)

J,k=0m=—oc0

seklinde verilir. Bu tiir bir yliriiylistin bir adimi, U = S(C'® 1) operatorii ile gergeklesir.

C, Coin (kuantum para) operatoriidiir ve
1 1
C=2_ > Cikgwlihk) (K| (3:2.2)
4,k=0 j/ ,k'=0

ifadesiyle verilir. Burada Coin operatorii yerine kullanilan operatérler Hadamard,
Fourier ve Grover operatorleridir. Ayrica 4, 4 x4 birim matris S, 6teleme (translational)

operatoriidiir ve asagidaki gibi verilir.
S1j.k) lm,n) = [5,k) [m + (=1, n + (=1)") (3.2.3)

Zaman evrim operatorii U, denklem (3.2.1)’de verilen kuantum durumuna, herhangi
bir ¢ aninda uygulandiginda, bu kuantum durumunun ¢ + 1 aninda, (m, n) konumunda

bulunma olasiligina ait genlik, zamanin fonksiyonu olacak sekilde,

Ajpemn(t +1) = Z Ciokeri Agr ktam— (13 .m— 1)+ (1) (3.2.4)
/k./

seklinde verilir. Ote yandan bir kuantum yiiriiyiiciiniin, her hangi bir ¢ aninda, (m, n)

konumunda bulunma olasilig1 ise,

1
)= |Ajkma(t) (3.2.5)

7,k=0

ifadesiyle verilir.

Denklem (3.2.2) ile tanimladigimiz Coin operatorleri, Hadamard, Fourier ve Grover
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operatorleri, iki boyutlu yiiriiyiis i¢in asagidaki gibi verilir.

1 1 1 1
1] 1 -1 1 -1
Cy = - (3.2.6)
211 1 -1 -1
1 -1 -1 1
1 1 1 1
111 i =1 i
Cr = = (3.2.7)
211 -1 1 41
1 — -1 3
1 1 1 1
1 1 -1 1 1
Cp = - (3.2.8)
21 1 1 -1 1

Coin operatdrleri yiiriiylisiin gergeklestigi uzay boyutuna baglidir. Bu nedenle her
boyut i¢in Coin operatdrlerini yeniden yazmak gereklidir. Ote yandan bir kuantum
yiirliylis s6z konusu oldugunda, klasik rastgele yiiriiyiisten farkli olarak kuantum
durumunun baslangi¢ durumu ¢ok dnemlidir. Kuantum durumlan, klasik parcacik
gibi davranmazlar. Bu nedenle kuantum Hadamard, Fourier ve Grover yiiriiyiisleri

icin baslangi¢ durumlarinin se¢imi 6nemlidir.

3.3 Model ve Hesaplamalar

Bu modelde tuzaklar, rastgele fakat diizgiin daglilim olusturacak sekilde iki
boyutlu o6rgiiye yerlestirilir. Tuzaklarin konumlari, bir kuantum yliriiyiisiin
gergeklestirilme siiresince degismeden kalir. Modelde bir kuantum yiirtiyiict, ¢ = 0
aninda (m = 0,n = 0) konumundan yiiriiylise baslar ve bu yiiriiylis i¢in her zaman
adimmda U doniisiimii gergeklesir. Ilgili kuantum yiiriiyiis gergeklestirildiginde,
kuantum durumlan 6rgii lizerinde 6rgii noktalarimi ziyaret edecek seklilde yayilmis

olurlar. Bazi1 kuantum durumlari, 6rgii noktalarin1 ziyaret edecek sekilde ilerlerler.
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Fakat tuzakla karsilasan durumlar, tuzak tarafindan sogurularak ortadan kaldirilirlar.
Kuantum durumlarinin her bir 6rgii noktasinda bulunma olasiliklar1 ve olasilik
genlikleri farklidir. Birbirleriyle bir 6rgii noktasinda karsilasan durumlar {ist-iiste
binerken, tuzak ile karsilasan durumlar ise sogurularak, yok olurlar. Dolayistyla her
bir 6rgii noktasinda bir kuantum durumunun bulunma olasilig1 ve olasilik genlikleri
zamanla degisir. Her adim sonunda kuantum durumuna ait yeni genlikler, (3.2.4)
denklemi ile bulunur. Kuantum yiirliylicii tuzak ile karsilastiginda, tuzak noktasinda
(konumunda) kuantum durumunun bulunma olasilig1 ve bu olasiliga ait genlik degeri
sifir olur. Ote yandan vyiiriiyiiciiniin, ¢ aninda, (m,n) konumunda bulunma olasiligi,

(3.2.5) denklemindeki ifade yardimiyla bulunur.

Kuantum Hadamard, Fourier ve Grover yliriiyiisleri i¢in baslangi¢c durumlarinin
se¢imi 6nemlidir. Bu segimlerin sayist simrhidir. Ornegin Tregenna ve ark. ( 2003),
bu yiriyiisler i¢in baslangic durumlarimi, Orgii iizerinde maksimum yayilim

gerceklestirecek sekilde;

[0(0)) y = %(|OO) +4]01) —4[10) + |11)) |0, 0) (3.3.1)

1 1—1 1—1
(05 = 5((100) + =7101) +[10) = == [11)) [0,0)) (332)
[9(0)) ¢ = 5 ((100) ~ 101) ~ 10) +]11)) [0, 0)) (333)

seklinde segmislerdir. Bu ¢alismada da kuantum durumlari, denklem (3.3.1), (3.3.2) ve
(3.3.3)’deki gibi segilmistir.

Bu calismada sogurucu tuzaklar, Fortran dilinde bir program yardimiyla kesikli 6rgii
uzayina (discrete lattice space) rastgele dagilim gosterecek sekilde yerlestirilmistir.
Bunun i¢in bir Monte Carlo say1 lireteci kullanilmistir. Diger ilgili bagmtilar da bu

program yardimiyla numerik olarak hesaplanmistir.
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3.4 Sonuglar ve Tartisma

Sogurucu tuzaklarin bulunmadig: iki boyutlu kesikli uzayda, denklem (3.3.1),
(3.3.2) ve (3.3.3)’te verilen baslangi¢c kosullar1 kullanilarak kuantum vyiiriiyiigler
gerceklestirildiginde, ¢ = 40 adim sonra elde edilen olasilik dagilimlari, hem yiizey
hem de kontiir ¢izimleri olarak Sekil (3.1(a)), (3.1(b)) ve (3.1(c))’ de verilmistir.
Sekillerden goriilebilecegi gibi segilen baslangic kuantum durumlari, simetrik

dagilimlar iiretmektedir.

Ik olarak Hadamard yiiriiyiisiiniin olasilik dagilimi, farkli tuzak yogunluklari igin
incelenmistir. Tuzak yogunlugu, p = 0.01 ve p = 0.1 olacak sekilde se¢ilmis ve
denklem (4.3.1) ile wverilen baglangic durumu i¢in Hadamard ylriiyiisi
gerceklestirilmistir.  Zaman adimi ¢ = 100 oldugunda, bu yiiriiyiise ait dagilim
fonksiyonlar1 ¢izdirilmigtir.  Sekil (3.2(a))’da p = 0.01 iken kuantum davranisi
oldukca baskindir. Fakat p = 0.1 iken Sekil (3.2(b))’de goriilebilecegi gibi klasik

davranis baskin hale gelir.

Bu tiirden olasilik dagilimlari, kuantum yiiriiyliste ortaya cikan es-evresizlik
konusunda saglikli bilgi vermezler. Oysa standart sapmanin zamanla degisimi, tuzak
yogunluklarina bagl olarak ortaya ¢ikan es-evresizligi anlamamiza yardim eder. Bu
nedenle Sekil (3.3)’te Hadamard yiiriiyiisiine ait standart sapma, farkli tuzak
yogunluklari i¢in log — log skalasinda ¢izdirilmistir. Bu grafikte, p = 0 i¢in ¢izilen
standart sapma egrisi, Orgili uzayinda higbir sogurucu tuzagin olmadigi durumu
gostermektedir.  Tuzak yogunlugu arttikga, kuantum yiiriiylisteki lineer artisin
kayboldugu ve klasige yaklastig1 goriiliir. Bu grafik icinde, klasik rastgele yliriiyiise
ait standart sapma egrisi de verilmistir.  Sekilden de goriilebilecegi gibi tuzak
yogunlugu arttik¢a, standart sapma egrileri klasik rastgele yliriiyiise ait egriye dogru
yaklagmaktadir.

Orgiide hi¢ tuzak yokken (p = 0) kuantum yiiriiyiis, maksimum yayilima sahiptir.
Tuzak yokken iki boyutlu 6rgii uzaymm (0,0) noktasindan harekete baslayan

kuantum durumuna ait standart sapmanin zamanla degisimi, o, ~ ¢ seklindedir. Buna
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Sekil 3.1 ¢ = 100 zaman adim1 sonunda, a) Hadamard yiiriiyiisti, b) Fourier
yiirliyiisii, ¢) Grover yiiriliyiisii i¢in olasilik dagilimi.
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Sekil 3.2 a)p = 0.01, b) p = 0.1 tuzak yogunluklar1 i¢in £ = 100 zaman adim: sonunda
Hadamard yiirtiyiisiine ait olasilik dagilimlar.

karsilik tuzaksiz uzayda gergeklesen klasik rastgele yiirliyiisiin standart sapmast,
oq ~ /t seklinde degismektedir. Fakat orgii uzayma yerlestirilen tuzaklarin
yogunlugu artirildiginda, her bir yogunluk degeri i¢in elde edilen standart sapma
ifadelerinin, tuzak yogunlugunun artigma bagh degistigi goriilebilir. Ornegin, diisiik
tuzak yogunlugu i¢in yayilimlarin halen klasik yayilimdan hizli oldugu sdyleyenebilir.
Gergekten de diisiik tuzak yogunluklari icin Hadamard yiiriiyiisiine ait o, standart
sapmasi, klasik rastgele yiirliyiise ait 0., standart sapma degerinden daha biiytiktiir.
Bu sonug, tuzakli orgli uzayinda gerceklestirilen Hadamard yiirliyiisiiniin, tuzaksiz
uzayda gercgeklestirilen klasik rastgele ylriiyiisten daha hizli yayilacagina isaret eder.
Fakat tuzak yogunlugunun belli bir degerinden sonra kuantum yiirliylisiin yayilma
hiz1, klasik yiirliylisiin hiz1 ile ayn1 olabilir ve hatta ondan daha kiiclik bir deger de
alabilir. Ornegin bu ¢alismada, tuzak yogunlugunun p > 0.5 degerinden sonra,

Hadamard yiiriiyiisiiniine ait standart sapma egrisinin, klasik rastgele yiirliylise ait
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Sekil3.3 p=0,p=001,p=0.1,p=0.25p=0.5
tuzak yogunluklari icin Hadamard yliriiylisiine ve klasik
rastgele yliriiyilise ait standart sapma fonksiyonlarinin
zamanla degisimi.

standart sapma egrisinin altina diisiitiigii goriilebilir. Bu sonug bize, belli bir tuzak
yogunlugu degerinin iistiinde kuantum yiiriiylislerin yayilma hizlarinin, klasik rastgele

yliriiyiislerden daha yavas olacagini sdyler.

Elde ettigimiz bu sonuca bakarak sunu sdyleyebiliriz: iki boyutlu tuzakl uzayda
gergeklestirilen Hadamard yiiriiyiisiinde o, standart sapmasinin, tuzak yogunlugunun
artisina bagl olarak azalarak o.’ye gitmesi, kuantum yliriiyliste bir es-evresizligin
ortaya ciktigina isaret eder.  Tuzak yogunlugu arttikca, kuantum yiiriiylisteki
es-evresizlik, nicel olarak artmaktadir. Kuantum yliriiyliste ortaya ¢ikan es-evresizlik,
kuantum durumunun c¢evresiyle (burada tuzaklar) etkilesmesi sonucunda klasik
duruma gitmesi seklinde yorumlanabilir. Bu modelde sogurucu tuzaklar, Hadamard
yliriiyiisiinde es-evresizlige yol agmaktadir. Fakat tuzak yogunlugunun belli bir kritik
degerine kadar Hadamard yiiriiyiisiiniin hala klasik rastgele yiiriiylisten daha hizl

oldugu goriilmektedir.

Kuantum bilgisayarlarinda kullanilacak kuantum algoritmalarinin bir matematiksel
modeli olarak kabul edilen kuantum yiiriiyiis, her zaman es-evresizlige maruz kalmaya

aciktir. Bu calismada, Hadamard yiiriiylisliniin tuzakli bir uzayda nasil davranacagi
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Sekil 3.4 a)p = 0.01, b) p = 0.1 tuzak yogunluklar1 i¢in £ = 100 zaman adim: sonunda
Fourier yiirliyiisiine ait olasilik dagilimlar:.

incelenmistir. Oyle goriiniiyor ki, es-evresizlige neden olacak sogurucu tuzaklarin
varlig1 durumunda bile Hadamard yiiriiyiisii, kuantum algoritmalarinin realizasyonu

i¢cin halen 6nemli adaylardan birisidir.

Hadamard yiirliyiisiinden sonra ayni model kullanilarak Fourier ve Grover
yiirliylislerinde ortaya c¢ikan es-evresizlikler incelenmistir. ~ Tuzak yogunlugu,
p = 0.01 ve p = 0.1 olacak sekilde se¢ilmis ve baslangi¢c durumu denklem (3.3.2) ile
verilen kuantum durumu i¢in kuantum Fourier yiiriiyiisii gegeklestirilmistir. Zaman
adim1 ¢ = 100 oldugunda, bu yiirliylise ait olasilik dagilim fonksiyonlar1 ¢izdirilmistir.
Hadamard yiiriiyiisiine benzer sekilde, Sekil (3.4(a))’da p = 0.01 iken kuantum
davranis1 oldukca baskindir. Fakat p = 0.1 iken Sekil (3.4(b))’de goriilebilecegi gibi
klasik davranig baskin hale gelir. Fakat bu yliriiyiiste ortaya c¢ikan es-evresizligi

anlamak i¢in standart sapma fonksiyonuna ihtiya¢ vardir.
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Sekil3.5 p=0,p=0.01,p=0.1,p=0.25,p=0.5
tuzak yogunluklar: i¢in Fourier yiirliylisiine ve klasik
rastgele yiiriiylise ait standart sapma fonksiyonlarinin
zamanla degisimi.

Sekil (3.5)’te Fourier yiiriiyiisii icin farkli tuzak yogunluklarinda standart sapmanin
zamanla degisimi goriilmektedir. ~ Hadamard yiiriiyiisiinde oldugu gibi Fourier
yiirliylistinde de tuzak yogunlugu arttik¢a, es-evresizligin artigt ve kuantum
yliriiytisiin klasik yiiriiylise dogru kaydig1 goriilmektedir. Diisiik tuzak yogunluklari
icin Fourier yliriiyiisiiniin yayilma hizi, tuzaksiz uzayda gergeklestirilen Fourier
ylrllylsliniin hizina yakin olmakla birlikte, tuzak yogunlugu artirildiginda, Fourier
ylirllylisliniin aynm1 tuzak yogunlugu icin Hadamard yiirliylisiinden daha ¢abuk bir
sekilde klasik rastgele yliriiyiis limitine yaklastig1 sdyleyenebilir. Bunu, Sekil (3.3) ile

Sekil (3.5)’te verilen standart sapma egrilerini karsilastirarak gérmek miimkiindiir.

Bu boliimde son olarak, tuzakli uzayda Grover yliriiyiisii ele alinmig ve bu yliriiyiiste
ortaya c¢ikan es-evresizlik incelenmistir. Burada da yine tuzak yogunlugu, p = 0.01
ve p = 0.1 olacak sekilde se¢ilmis ve baglangic durumu denklem (3.3.3) ile verilen
kuantum durumu i¢in kuantum Grover yiirliylisii gegeklestirilmistir. Zaman adimi
t = 100 oldugunda, bu yiiriiyiise ait dagilim fonksiyonlar1 ¢izdirilmistir. Hadamard ve
Fourier yiirilyiisiine benzer sekilde, Sekil (3.6(a))’da p = 0.01 iken kuantum davranisi
oldukg¢a baskindir. Fakat p = 0.1 iken (3.6(b))’de goriilebilecegi gibi klasik davranis
baskin olur. Diger yiiriiylislerde oldugu gibi bu yiiriiyliste ortaya ¢ikan es-evresizligi
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Sekil 3.6 a)p = 0.01, b) p = 0.1 tuzak yogunluklar1 i¢in £ = 100 zaman adim: sonunda
Grover yiiriiylisline ait olasilik dagilimlari.

anlamak i¢in de standart sapma fonksiyonuna ihtiyag vardir.

Sekil (3.7)’de Grover yiirliyiisii i¢in farkli tuzak yogunluklarina bagli olarak
standart sapmanin zamanla degisimi goriilmektedir. Hadamard ve Fourier
yliriiyiislerinde oldugu gibi Grover yliriiylistinde de tuzak yogunlugu arttikca,
es-evresizligin arttigit ve kuantum yiirliylisiin klasik yliriiyiise dogru kaydigi
goriilmektedir. Diisiik tuzak yogunluklar1 i¢in Grover yiirilyiisiiniin yayilma hizi,
tuzaksiz uzayda gergeklestirilen Grover yliriiyiisiiniin hizina yakin olmakla birlikte,
tuzak yogunlugu artirildiginda Grover ylriiyiisii, tipki Fourier yliriiyiisii gibi aym
tuzak yogunlugu icin Hadamard yiirliylisiinden daha ¢abuk bir sekilde klasik rastgele
ylirilyiis limitine yaklagmaktadir. Bu sonucu, Sekil (3.3), (3.5) ve (3.7)’de verilen

standart sapma egrilerini karsilagtirarak gérmek miimkiindiir.
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Sekil3.7 p=0,p=0.01,p=0.1,p=0.25,p=0.5
tuzak yogunluklar1 icin Grover yiiriiylisiine ve klasik
rastgele yiiriiylise ait standart sapma fonksiyonlarinin
zamanla degigimi.

Bu ¢alismada, ii¢ farkli kuantum yiiriiyiis ele alinmis ve bu yiiriiyiisler iki boyutlu
tuzakl orgili uzayinda gerceklestirilmistir. Kuantum yiiriiytlicii, tuzakla karsilastiginda
ortadan kaldirilmistir. Bdyle bir mekanizmanin varligr altinda, kuantum yiiriiyiisiin
halen kuantum yiriiylis olarak kalip kalmayacagi incelenmistir.  Diigiik tuzak
yogunluklar i¢in ii¢c kuantum yliiriiyiisiin de bozulmadigi yani bu yiiriiyiislerdeki
es-evreli (coherence) durumun kaybolmadig: fakat tuzak yogunlugunun artirildigi
durumlarda, bu yiiriiylislerde es-evresizligin ortaya ciktigi bu nedenle kuantum
ylirliyliciiniin yayilma hizinin, tuzak yogunluguna bagli olarak degistigi goriilmiistiir.
Es-evresizlik arttiginda, kuantum durumunun yayilma hizinin, klasik rastgele
ylirilyiiciiniin yayillma hizna dogru gittigi gdzlenmistir. Ote yandan aym tuzak
yogunlugu degeri icin daha diisiik degerli es-evresizlige sahip oldugu i¢in bu kuantum

yliriiytigler arasinda en dayanikl yiiriiylisiin, Hadamard yliriiyiisti oldugu goriilmiistiir.



BOLUM DORT
UC BOYUTLU TUZAKLI ORGUDE KUANTUM YURUYUSTE
ES-EVRESIZLIK

4.1 Giris

Bu calisma, bir 6nceki ¢alismanin devamu niteligindedir. Onceki c¢alismada,
sogurucu tuzaklarin kuantum yiirliylis icin iyi bir es-evresizlik kaynagi oldugu ve
es-evresizlige en dayanakli kuantum yiiriiyiisiiniin Hadamard yiiriiyiisii oldugu
bulunmustur. Ancak es-evresizligin kuantum yiiriiyiisiin gerceklestigi uzay boyutu ile
iligkisi, heniiz ele alinmamistir. Bu nedenle bu ¢alismada, 6rgii uzayina rastgele olarak
yerlestirilen sogurcu tuzaklarin kuantum Hadamard yiiriiyilisiinde yol actigi
es-evresizligi ve es-evresizligin boyuta bagliligi ele alinmistir. Bdylece ii¢ boyutlu
kuantum Hadamard yiirliylisiinde ortaya ¢ikan es-evresizlik, farkli tuzak yogunluklari
icin nicel olarak analiz edilmis ve ayrica es-evresizligin uzay boyutuna baglh olarak

P

degistigi gosterilmistir.

4.2 Ug Boyutta Kuantum Yiiriiyiis

Kesikli bir Hilbert uzayinda tanimlanan herhangi bir kuantum durumunun Hilbert
uzayinda tasvir edilen yiirliyiisii, Hc ® H p ile gosterilir. He yonelim uzayi, H p konum
uzayidir. Ug boyutlu 6rgiide kesikli kuantum yiirilyiis yapan yiiriiyiiciiniin ¢ anindaki

durumu, iki boyutta verilen ifadeye benzer sekilde,

1 e’}
WE) = > D Aijrtmn(t) i, 4. k) [1,m,n) (4.2.1)

,7,k=0l,mn=—o00
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bagmtis1 ile verilir. Bu ifade i¢inde yer alan A, .., olasilik genligi olarak
tanimlanir. Genlik fonksiyonu, reel ya da kompleks say1 olabilir ve bu fonksiyon,
> ik [Aijktmnl? = 1 denklemini saglar. Durum vektorii {|I,m, n), I, m, n, tamsay1}
olmak {izere, Orgii lizerinde yiirliyliciiniin Hilbert uzayindaki konumunu belirtir.
|i,j, k) vektorleri ise {|i,j,k) 7,7,k € {0,1}} olmak {izere pargacigin yonelimini

belirtir.

Kuantum yiiriiylisiin zaman evrimi,

[Vt +1)) = Up(t)) (4.2.2)

ile gosterilir. Yiirtyiigiin bir adimi, U = S(C' ® ) operatérii ile gergeklesir. U,
kuantum yiiriiyiisii gergeklestirecek olan zaman evrim operatoriidiir. Bilindigi gibi C,
kuantum para olarak tanimladigimiz Coin operatdriidiir. Ote yandan I, birim matris .S
ise dteleme operatoriidiir. Ug boyutlu drgii uzaymda gerceklesen kuantum yiiriiyiisii

i¢in Coin operatorti,

1 1
- Z Z l]k’ IZ ]7 <i/aj/>k/I (423)
,7,k=014’ /=0

seklinde yazilabilir. Bu c¢aligmada, kuantum Hadamard yiiriiylisiinde es-evresizlik
incelendigi icin Hadamard operatériinii tanimlamak gerekmektedir. Ug boyutlu uzayda

gerceklesecek kuantum Hadamard yiirliyiisii icin Hadamard operatorii,
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matrisi ile tanimlanir. Bunun diginda gerekli olan 6teleme operatorii .S ise,
Sli, g, k) |lm,n) = |1+ (=1)",m+ (=1)7,n+ (=1)*) (4.2.5)

ifadesiyle verilir. Bu operatdrler tanimlandiktan sonra kuantum yiiriiylisii, U operatorii

yardimiyla gerceklestirmek miimkiindiir.

Zaman evrim operatorii U, denklem (4.2.1)’de verilen kuantum durumuna, herhangi
bir ¢ aminda uygulandiginda, bu kuantum durumunun, ¢+ 1 aninda, herhangi bir (1, m, n)

konumunda bulunma olasiligina ait genlik, zamanin fonksiyonu olacak sekilde,

1
Aijistmn(t +1) = Z Ci gt gt b At jr k(1)1 m— (1) m— (-1 () (4.2.6)
it j k'=0
bigiminde verilir. Ote yandan ayn1 kuantum durumunun, yani yiirilyiiciiniin, herhangi

bir ¢ aninda, her hangi bir (I, m, n) konumunda bulunma olasihigi,

1
Plna(t) = Z | As j kst ()] (4.2.7)

1,5,k=0

ifadesiyle belirlenir.

4.3 Model ve Hesaplamalar

Onerilen model, bir &nceki ¢alismada 6nerilen modelin aynis1 fakat ii¢ boyutlusudur.
Bu modelde de tuzaklar, tam sogurucu bir karaktere sahiptir. Yani herhangi bir kuantum
durumu bir tuzaga girerse, bu kuantum durumunun sogurularak tamamiyla ortadan
kalktig1 varsayilir. Modelde, Hadamard Coin operatorii kullanilmistir. Hadamard Coin

operatdrii i¢cin Hadamard yiiriiylisii yapacak olan kuantum durum vektorii,

1
ﬁ(moo) +i]001) 4 |010) — [011) — i [100) + [101) 4 |110) + i [111)) (4.3.1)
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seklinde secilmigtir. ~ Fakat bir kuantum durumunu temsil eden baska olasi
permiitsayonlar da tercih edilebili. Bu modelde, ¢ = 0 aninda 6rgii uzaymnin
(I = 0,m = 0,n = 0) koordinat noktasinda bulunan bir kuantum yiiriiyiicii,
bulundugu konumu terk eder ve her zaman adiminda, tuzakl 6rgii uzay: icerisinde
kuantum yiiriiyiis gerceklestirecek sekilde hareket eder. Ug boyutlu rgii uzayinda
hareket eden kuantum yiirliyliciiniin, her zaman adimindaki hareketi, U zaman evrim
operatdrii ile belirlenir. Ote yandan bu yiiriiyiiciiniin, her hangi bir ¢ aninda, (I, m,n)

konumunda bulunma olasilig1 da (4.2.7) denklemi yardimiyla bulunur.

Bu yiiriiyiiste ortaya ¢ikan es-evresizligin nicel Ol¢iisii ise iki boyutlu calismada
oldugu gibi yiiriiylise ait standart sapma yardimiyla belirlenebilir. Ayrica standart

sapmanin egimi incelenerek, es-evresizligin boyuta baglhilig1 ortaya ¢ikarilabilir.

4.4 Sonuglar ve Tartismalar

Sogurucu tuzaklarin bulunmadig, ti¢ boyutlu kesikli uzayda gerceklesen kuantum
Hadamard yiirliylisiine ait olasilik dagiliminin, ¢ = 40 adim sonraki XY diizlemi
iizerindeki projeksiyonu, hem ylizey hem de kontiir ¢izimleri olarak Sekil (4.1)’de
verilmistir.  Olasilik dagilim fonksiyonun diger diizlemlerdeki projeksiyonlarida
cizilebilirdi. Fakat diger projeksiyonlar da XY diizlemindekine benzer bigimde
olacaktir. Ug boyutlu 6rgii uzayindaki Hadamard yiiriiyiisiiniin XY diizlemindeki
projeksiyonu ile iki boyutlu orgii uzayindaki Hadamard yiirliylisiine ait olasilik

dagilimlarinin genel formlarinin birbirine ne dl¢iide benzedigini gérmek miimkiindiir.

Sogurucu tuzaklarin rastgele olarak yerlestirildigi, li¢ boyutlu kesikli uzayda
ger¢eklesen Hadamard yliriiylisiinde, tuzaklarin es-evresizlige yol agip agmadigini
gérmek icin ylirilyils, ilk olarak p = 0.01 ve p = 0.1 tuzak yogunluluklar1 i¢in
gergeklestirilmis ve bu yiiriiyiislere ait olasilik daglim fonksiyonlari, ¢ = 40 zaman
adim1 sonunda cizdirilmistir. Iki boyutlu kuantum Hadamard yiiriisiinde oldugu gibi
iic boyutlu yiiriiyliste de Sekil (4.2(a)) ve Sekil (4.2(b))’den goriilebilecegi gibi
p = 0.01 iken kuantum davranist olduk¢a baskindir. Yani bu kuantum yliriiyiise ait
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Sekil 4.1 Hadamard yiiriiyiistinde ¢ = 40
zaman adimi sonunda olasilik dagilimu.

olasilik dagilim fonksiyonu Sekil (4.1)’de verilen tuzaksiz yliriiyiise ait olasilik
dagilim fonksiyonu ile benzerlik gostermektedir. Fakat p = 0.1 iken, Sekil (4.2(b))’de
goriilebilecegi gibi olasilik fonksiyonu dramatik sekilde bozulmaktadir. Bu durum
bize, kuantum yiiriiyiisiin iyice bozuldugunu ve klasik davranigin baskin oldugunu
ifade eder. Benzer sekilde p = 0.25 ve p = 0.5 tuzak yogunluklar1 i¢in Hadamard
yiirliylisleri gergeklestirilmis, bu yiiriiyiislere ait olasilik dagilim fonksiyonlari, ¢ = 40
adimda Sekil (4.3(a)) ve (4.3(b))’de c¢izdirilmistir.  Sekilden goriilebilecegi gibi
olasilik dagilimlari, Hadamard yiiriiyiisii yapan kuantum durumunun 6rgii uzayinda
ilerleyemedigini, harekete basladigi koordinat noktasi civarinda yigilip kaldigini

ortaya koymaktadir.

Sekil (4.1), (4.2) ve (4.3)’e bakildiginda, {i¢ boyutlu tuzakl 6rgii uzayindaki
Hadamard yiiriiyiisii ile iki boyutlu tuzakli 6rgii uzayindaki Hadamard yiiriiyiisliniin
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Sekil 4.2  a) p = 0.01 ve b) p = 0.1 tuzak yogunluklar1 i¢in £ = 40 zaman adim1
sonunda Hadamard yiiriiyiisiine ait olasilik dagilimlari.

ortak karakteristige sahip oldugu sdylenebilir. Ote yandan tuzak yogunlugu arttikga,
ylirilyliste es-evresizligin artmis oldugu, bu olasilik dagilim profillerine bakarak
sOylenebilir. Ancak her bir tuzak yogunlugu i¢in es-evresizlik yine yiiriiylise ait
standart sapma ifadesi ile kestirilebilir. Bu nedenle bu tuzak yogunluklar i¢in asagida
standart sapmalar1 ve bunlarin egimleri verilmistir. Fakat bir 6nceki ¢aligmadan farkl
olarak, standart sapma ifadeleri bu kez, ayni tuzak yogunlugu degerleri i¢in hem iki
hem de {li¢ boyutlu yiiriiyiis icin hesaplanarak karsilastirilmistir. Bu karsilastirma,
es-evresizligin boyuta bagliligi hakkinda bilgi saglamasi bakimindan oldukca

onemlidir.

Orgiide higbir tuzagin olmadigi, p = 0 durumunda, iki ve ii¢ boyutlu kesikli drgii
uzayinda gerceklestirilen kuantum yiiriiylise ait standart sapma fonksiyonlarinin

zamanla degisimleri, Sekil (4.4)’de verilmistir. Sekilden goriildiigli gibi standart
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Sekil 4.3  a) p = 0.25 ve b) p = 0.5 tuzak yogunluklar1 i¢in £ = 40 zaman adim1
sonunda Hadamard yiiriiyiisiine ait olasilik dagilimlari.
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Sekil 4.4 Tuzaksiz (p = 0), iki ve

lic boyutlu orgiide Hadamard yiiriiylisiine ait
standart sapmanin zamanla degisimi.
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Sekil 4.5 a) p = 0.1, b) p = 0.5 tuzak yogunluklar i¢in iki ve ii¢ boyutlu
Hadamard yiirliylisiine ait standart sapma fonksiyonlarinin zamanla degisimi.

sapma egimleri, kuantum yiiriiyiis i¢in iist {iste diismemektedir. Bunun nedeni standart
sapma ifadesinin degerinin, boyuta bagl olarak degismesidir. Clinkii boyut arttik¢a,
standart sapma egrisinin egimi degismektedir. Bu durum, hem klasik hem de kuantum
yliriiytisler i¢in gecerlidir. Bu iki yiirliyiise (bir ve iki boyutlu) ait standart sapma
egrilerinin bir arada ¢izilmesinin nedeni yiiriiyiiciiniin yayilma hizinin bir 6l¢iisii olan

standart sapma fonksiyonun davraniglarini karsilastirabilmektir.

Tuzak yogunlugu p = 0.1 ve p = 0.5 i¢in iki ve {i¢ boyutlu 6rgii uzayinda kuantum
yiirliylislere ait standart sapmalarin zamana bagli degisimleri sirasiyla Sekil (4.5(a)) ve
(4.5(b))’de verilmistir. Bu iki sekilden goriilebilecegi gibi tuzak yogunlugu arttikca,
iki ve {li¢ boyuta ait standart sapmalar birbirlerinden ciddi 6l¢iide ayrilmaktadirlar. Bu
sekiller ister tuzaksiz, ister tuzakli 6rgii modeli olsun her iki durumda da kuantum
yliriiyiiciiniin ii¢ boyutlu uzayda daha hizli yayilacagin1 gostermektedir. Dolayisiyla
bu davranis, ii¢ boyutlu kuantum yiiriiyliste ortaya ¢ikan es-evresizligin, iki boyutlu
ylirliyliste ortaya ¢ikan es-evresizlikten daha az olacagini gosterir. Ancak bu egrilerin
egimleri, bize daha dogru bilgi verecektir. Son olarak sunu sdyleyebiliriz: Ozellikle
yliksek tuzak yogunluklu oOrgii uzaylarinda gerceklestirilen kuantum yiirtiytisler,
yeterince uzun zaman adimi i¢in izlenebilirse, belli bir zaman adimi1 sonunda ¢ok
keskin olmayan bir gecisin ortaya c¢ikmasi beklenebilir. Bu gecis, baska yollar

kullanilarak goriilebilecegi gibi standart sapma egrisine bakarak da goriilebilir.
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Sekil 4.6  Iki ve ii¢ boyutlu kuantum yiiriiyiis
i¢in 3 parametresinin tuzak yogunlugu p’ye gore
degisimi.

Kuantum yiiriiyiisiin numerik hassasiyetinin fazla olmasi nedeniyle daha uzun zaman
adimlarina gitmek zor olmaktadir.  Ancak yine de standart sapma egrisindeki
biikiilmeler, yiiksek tuzak yogunlugu i¢in (4.5(b))’de daha net olarak goriilmektedir ve
bu biikiilme siirecinde kuantum yliriiyiisiin, es-evresizlikten baska, ayn1 zamanda bir

anormal diflizyon siirecine uyduguna isaret etmektedir.

Sekil (4.6)’da iki ve iic boyutlu kuantum yiiriiyiislere ait standart sapma
egimlerinin tuzak yogunluguna baglilig1 verilmistir. Sekilden de goriilecegi gibi hem
iki hem de ii¢ boyutlu kuantum yiiriiyiis i¢in 3 lineer olarak azalmaktadir. Her iki
egim arasinda belli bir ag1 vardi.  Bu agi, yiirlylisiin boyuta baghiligindan
kaynaklanmaktadir. (3 parametresi, yiiriylislerdeki es-evresizligi 6lgen bir niceliktir.
Bu parametrenin egimine bakarak, es-evresizligin iki boyutlu kuantum ytiriiyiiste daha
fazla oldugunu séylememiz miimkiindiir. Ayn1 tuzak yogunlu i¢in ii¢ boyutlu uzayda

kuantum yiiriiyiiciiler, iki boyuttakinden daha hizli yayilmaktadirlar.

Sekil (4.6), iki ve ii¢ boyutlu tuzakli 6rgii uzayinda gerceklesen kuantum yiiriiytiste
ortaya ¢gikan es-evresizlige bagli olarak yiiriiyliciiniin uzayda yayilma hiz1 hakkinda fikir
verir. Fakat bu yliriiyiisiin yayilma hizinin, klasik rastgele yiirliylisiin yayilma hizina
nasil gittigini gérmek i¢in ayni tuzak yogunluk degerleri géz oniinde bulundurularak,

bu kez, klasik rastgele yiiriiyiis ve kuantum yiiriiyiis siiregleri, iki ve {i¢ boyut icin
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Sekil 4.7  Iki ve ii¢ boyutlu kuantum yiiriiyiis
ve klasik rastgele yiiriiyiis i¢in 5 parametresinin
tuzak yogunlugu p’ye gbre degisimi.

karsilagtirilmigtir. Sekil (4.7)’de iki ve ii¢ boyutlu klasik rastgele yiiriiyiis ve kuantum
yiirliylisiin hem tuzaksiz hem de tuzakli uzayda yayilim hizlarinin degisimleri ¢ok
acik bir sekilde goriilmektedir. Ornegin p = 0 degerinde, hem iki hem ii¢ boyutlu
uzayda gerceklesen klasik rastgele yiiriiylisiin, zamana bagl olarak standart sapmasinin
o ~ t'/2, kuantum yiiriyiisiin ise o ~ t seklinde degistigini sdyleyebiliriz. Bu, bizim
bekledigimiz bir sonug olup ayn1 zamanda elde edilen numerik sonuglarin dogrulugunu

onaylar nitelige sahiptir.

Sekil (4.7)’den goriilebilecegi gibi klasik rastgele yliriiyiis i¢in standart sapmanin
egimleri, boyuta baghlik gostermektedir. Tipki kuantum yiiriiyliste oldugu gibi klasik
rastgele ylriiyiiste de iki boyutlu uzayda gergeklesen yiiriiyiislerin standart sapma
degerleri ile iic boyutlu uzayda gerceklesen yiiriiyiislerin standart sapma degerleri
birbirlerinden bir a¢1 yapacak sekilde ayrilmaktadir. Bu da, bizim bekledigimiz bir
sonuctur. Fakat her iki yiiriiylige ait acilarin, birbirlerinden farkli olmasi ilgingtir. Bu

acilar arasindaki iliski, yayilmanin hiziyla iliskili olmalidir.

Diisiik tuzak yogunluklart i¢in kuantum durumlarinin yayilma hizlarinin, klasik
parcaciklarin yayilma hizlarindan daha yiiksek olacagi agiktir ve bu, Sekil (4.7)’de
cok net olarak goriilmektedir. Fakat tuzak yogunluklari artirildiginda, her iki boyutta
geceklesen kuantum yiiriiylisiin  (burada Hadamard yiirliyiisii) orgii uzayindaki
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yayilma hizlar giderek, klasik rastgele yiiriiyiislerin yayilma hizlarina yaklasmaktadir.
Ornegin, iki boyutlu kuantum yiiriiyiisiiniin yayilma hiz1, yaklasik olarak p = 0.35
degeri civarinda ii¢ boyutlu klasik yayilim hizina ulagmaktadir. Tuzak yogunlugu
artirldiginda ise klasik yiiriiyiisiin yayilim hizinin altina diismektedir. Ote yandan iig
boyutlu kuantum yiiriiylisiin yayilim hizi, tuzak yogunlugu ile azalmakla birlikte yine
de en yliksektir.



BOLUM BES
BiR BOYUTLU TUZAKLI ORGUDE KUANTUM YURUYUSTE
YASAMA OLASILIGININ ZAMAN EVRiMi

5.1 Giris

Bir klasik yliiriiylislin zaman evrimini veren kare-ortalama yerdegistirme

fonksiyonunun, boyuttan bagimsiz olarak < 72

>~ t seklinde gittigi bilinmektedir.
Bu, Einstein yasasi olarak bilinir. Ancak aym klasik rastgele yiiriiyiis, eger yiirliylisii
engelleyecek uzaysal bozukluklar, deformasyonlar, kusurlar, sogurucu tuzaklar, kuyu
veya bariyerlerin oldugu bir uzayda gerceklestirilirse, bu durumda uzayin yapisina
bagli olarak yiiriiylisiin yayilma hizi, Einstein yasasindan saparak, hizli veya yavas
olarak adlandirilan difiizyon siirecine uyacak sekilde davranir. Bu siirecler, anormal
difiizyon siiregleri olarak bilinir. Hizli difiizyon, ‘anormal super-diffusion’ ve yavas
difiizyon ise ‘anormal sub-diffusion’ olarak adlandirilir. Deformasyonlar, kusurlar,
sogurucu tuzaklar, kuyu veya bariyerlerin oldugu uzaylar, temelde Oklid uzay1 olarak
gecmekle birlikte bu tiir uzaylara gémiilmiis (embeded) uzaylar demek daha dogrudur.
Bu uzaylarmn sagladig1 esitsizlikler ile kusursuz Oklid uzayinm sagladig: esitsizlikler
farklidir. Sogurucu tuzaklarin yer aldig1 uzayda pargacik yayilimini incelemek, diger
uzaylardaki kadar ilgingtir. Bu nedenle Onceki boliimlerde, sogurucu tuzaklarin
oldugu uzaylarda gerceklestirilen kuantum yiiriiylisler incelenerek, bu yiiriiyiislerdeki
es-evresizlik problemleri ele alimmigtir.  Fakat Onceki c¢alismalarda, tuzaklarin
kuantum durumlarinin yayilma hizlan iizerindeki etkisi, zamana bagli olarak detayli
olarak incelenmemistir. Bu ¢alismada, farkli bir model kullanilarak, bu kez tuzaklarin
varligi durumunda kuantum durumlarinin yagsama olasiliklar1 zamana bagh olarak
incelenmistir. Kuantum durumlarinin yasama olasiligi, yiirliylisteki es-evresizlige
baghdir.  Es-evresizlik, kuantum durumlarmin 6rgii uzayindaki yayilma hizi ile
ilgiliyken, yasama olasilig1 ise tuzaklara yakalanmadan yasamaya devam eden

kuantum durumlariin sayist ile ilgilidir. Tuzaklara diigmeyen ve yayilima devam
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eden kuantum durumlar, yayilim siirecinde halen var olan es-evrelilige karsi

geleceginden, es-evresizlik ile yasama olasilig1 birbirleriyle iligkilidir.

Tuzakh oOrgiilerde ortaya ¢ikan anormal difiizyon siirecinin ilging bir o6zelligi
vardir. Bu tip difiizyon siireci (bu difiizyon siireci tek bir pagacigi veya ¢ok sayida
parcacig i¢ine alir), Einstein yasasina uymaz. Bu tiir difiizyon siirecleri, difiizyonun
gerceklestigi uzay boyutuna bagli olmaktadir. Ayrica bu tiir diflizyon siireclerinde,
difiizyonun kisa zaman ve uzun zaman limitlerinde, yayillma karakteristikleri
degismektedir.  Yani diflizyonun yayilma hizinda, kritik bir zaman degerinde,
Olceklenebilir bir gecis (time crossover) gozlenmektedir. Benzer davranisin kuantum
durumlarinin yayiliminda ortaya cikip ¢ikmadigini gérmek i¢in bu calismada, bir

model Onerilmistir.

Tuzakl klasik rastgele yiiriiyiiste yasama olasiligimin, hem kisa zaman hem de
uzun zaman diliminde, nasil degistigi literatiirde ayrintili olarak ¢aligilmistir (Anlauf,
1984; Gallos ve Argyrakis, 2001; Havlin ve Avraham, 1987; Weiss, 1994). Klasik
rastgele yiiriiyiiste kisa zaman davranisi, Rosenstock (RS) (Rosenstock, 1970) rejimi
olarak bilinir ve RS rejiminde, diisiik tuzak yogunlugunda bir boyutlu klasik rastgele
yiiriiyiiste yasama olasihigi, iistel olarak zamanin karekokii ile (¢'/?) orantili azalr.
Asimptotik olarak uzun zaman davramisinda, RS rejiminden farkli bir rejime gecis
gbzlenir (Barkema ve ark., 2001). Bu rejim, Donkser ve Varadhan (DV) (Donsker
ve Varadhan, 1979; Grassberger ve Procaccia, 1982; Haus ve Kehr, 1987; Havlin ve
ark., 1984) olarak adlandirilir ve bu rejimde yliksek tuzak yogunluklarinda yasama
olasihig1 iistel olarak (¢'/3) ile orantili azalir (Jayannavar ve Kohler, 1990; Lifshitz,

1964; Nieuwenhuizen, 1989).

Kuantum yiiriiytisteki girisim etkisi ve kuantum esevreliligi nedeniyle klasik
sonuclari kuantuma nasil genisletilecegi belli degildir. Bu nedenle bu caligmada
(Goniilol, Aydiner, Shikano ve Miistecaplioglu, 2011), bir boyutlu tuzakli orgiide
kuantum difiizyon dinamigi, 6zellikle de klasik erken zaman Rossenstock (RS) ve
uzun zaman Donsker ve Varadhan (DV) rejimlerinin kuantum ytiriiyiisteki karsiliklar:

arastirilmistir.
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5.2 Model ve Hesaplamalar

Klasik rastgele yiiriiyliste, RS’den DV’ye gecisi gérmek zordur. Klasik rastgele
yliriiyiiste, yasama olasiliginin zamanla degisiminde, sadece ¢ok uzun zaman sonra
gecis gozlenir. Fakat daha yiiksek tuzak yogunluklari i¢in ya da daha biiyiik difiizyon
sabitleri (Schotland, 1988) i¢in bu geg¢is, daha erken olabilmektedir. Bu g¢alismada,
klasik rastgele yiiriiyiiste difiizyon sabitinin, gecis zamanini kisaltmasi esas alinarak,
kuantum yiiriiyliciilerin DV rejimine klasik yiiriiyiiciilerden daha erken girecegi
Ongoriilmiistiir.  Klasik rastgele yiiriiyiiste, genis sogurucu bdlgelerin bulundugu
ylriyiislerde, niteliksel olarak farkli DV 0Ol¢eklendirmeleri olabilmektedir
(Grassberger ve Procaccia, 1982). Bu bdlgelerin yasama olasiligina katkisi, daha
yaygin ve kiiciik tuzak bolgelerinin ylriiyiiciilerini kaybettikten sonra dominant olur.
Kuantum yiiriiyiiste, ylriiyiiciilerin yayilimi daha genis oldugundan, bu tuzak
bolgelerinin daha genis ve daha seyrek olmasi gerekir ve bu bolgelerin ortalamasinin,

klasik karsiliklarindan daha diisiik azalma zamani vermesi beklenir.

Gergekten de siirekli zaman bir boyutlu tasinim probleminde, yasama olasiliginin
iistel olarak ¢'/* ile orantil azaldig1 goriilmiistiir (Parris, 1989a). Kuantum yiiriiyiis
temelli cok ajanla arama algoritmalarinda, kuantum es-evreliligin bu yavaslamasi,
kuantum hizliligma kiigiik hedef (tuzak) yogunluklarinda bile ek bir sinirlama
getirebilir. Bu smirlama da genel kuantumdan klasige gecisi gosteren es-evresizlik

problemlerine ek olarak dikkate alinmalidir.

Florry benzeri heuristik argumanlar1 (Florry, 1971) temel alan tahminlerimizi test
edebilebilmek i¢in bu ¢alismadaki tartismalar, kesikli bir boyutlu kuantum yiiriiytisle
sinirlandirilmistir.  Fakat siirekli kuantum yiiriiyiiste de tasinim problemleri gibi
karsilagtirma yapilabilecek ¢aligmalar bulunmaktadir (Miilken ve ark., 2007, Agliari
ve ark., 2010, Parris, 1989a). Sonuclarin giincel deneysel sistemlere yararli olmasi
icin detayli numerik simiilasyonlar gerceklestirilmistir. Tuzakl1 klasik yiiriiylis ile
direkt benzerligi saglayabilmek i¢in ¢ok sayida yiiriiylicii ile calisilmis ve klasik
sistemdeki gibi Orgiiye rastgele yerlestirilmis durgun tuzaklarla kuantum yiirliylis

gerceklestirilmistir. Kisa zaman davranisinda, diisiik tuzak yogunlugu arastirilmistir.
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Bunun yaninda RS ve DV rejimindeki farki anlamak i¢in ve kuantumdan klasige gecis

dinamigini arastirmak i¢in yliksek tuzak yogunluklariyla da ¢alisilmigtir.

5.2.1 Cok Parcacik ile Kuantum Yiiriiyiis

Cok pargacikla gergeklestirilen kuantum yliriiyiis, Ozellikle kuantum arama
algoritmalarinda birden fazla pargacikla (kuantum durumu ile) arama yapilabildigi
icin ¢ok avantajhidir.  Son zamanlarda yapilan g¢aligmalar da ¢ok pargacik ile
gergeklestirilen kuantum yliriiyiisiin - 6nemini ortaya koymaktadir (Goyal ve
Chandrashekar, 2010; Omar, Paunkovig, Sheridan ve Bose 2006). Kuantum
ylirilyiisiin bir pargacik yerine, herbiri Orgii lizerinde farkli noktalarda yliriiyiise
baglayan, ayirdedilebilir ve birbiriyle etkilesmeyen N tane pargacik ile
gerceklestirildigini diisiinelim. Bu N parcacik i¢in Hilbert uzayi, tek pargacik Hilbert

uzaylarimin tensor carpimu ile verilir.
N
H =) (He ® Hp)i (5.2.1)
=1

Parcaciklar (kuantum durumlar1), birbirinden bagimsiz olarak yiirliylisi
gerceklestirdiginden, N pargacigin her bir adimi biitiin sistemin evrim operatorti ile,

Ura,..n = U (5.2.2)

.....

seklinde belirlenir. Bu bagmmtida U, U = S(C ® I) ile verilen tek pargacik zaman

evrim operatoriidiir ve tiim pargaciklar i¢cin aynmidir.

N pargacigin baslangic durumlari, her bir pargacik igin verilen baslangic
durumlarinin tensér ¢arpimu ile bulunur. Biitiin parcaciklarin aym |x) yonelimine
sahip oldugu ve Sekil (5.1)’de gosterildigi gibi tuzak haricindeki biitiin
z;, (x; = 1,...,N) orgii noktalarinin dolu oldugu diistiniiliirse, sistemin baglangig

durumu,

N
= X Ix. =), (52.3)
=1
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Sekil 5.1 |T) baglangi¢c durumuna sahip 11 pargacik
ve 3 tuzak noktasi (siyah renk) ile gergeklestirilen
kuantum yiirliylisiin sematik gosterimi.

seklinde ifade edilir. ¢ zaman adimi sonunda sistemin durumu, (5.2.2) ve (5.2.3)

bagintilar1 yardimiyla,

[¥(t)) = Ula..wv 1¥(0)) (5.2.4)

olarak bulunur. Indirgenmis tek parcacik yogunluk matrisi,

Di(t) = Trywi [$(8)) (1) (5.2.5)

bagintisi ile bulunur. Bubagint1 kullanilarak, ¢ aninda tek par¢acik i¢in olasilik dagilima,

Pz, t) =Y (j,z| ®i(t) |j, ) (5.2.6)

J=11
seklinde elde edilir. P;(z,t), t = 0 aminda, z; konumundan yiiriiylise baslayan
pargacigm, ¢ aninda, © konumunda olma olasiligini gosterir. Bu da P;(x,t)’nin sarth
olasilik gibi yorumlanabilecegini gosterir. ¢ = 1,..., /N ’e biitiin parcaciklar i¢in
{P;(z,t)} ’ler, tek pargacik i¢in {z;}’den x’e gegme olasiliklarindan olusan bir takim
olusturur. Bu nedenle calisilan ¢ok pargacik problemi, farkli baslangi¢ konumlarindan

harekete baglayan tek par¢acigin hareketine esdegerdir.

5.2.2 Yasama Olasihg

Bu calismada, klasik rastgele yiirliyiiste yasama olasiligin1 hesaplamak i¢in tam
sayma yontemi (exact enumeration method) kullanmilmigtir. (Havlin ve ark., 1984).
Bu yontemde, yiiriiyiisiin baglangicinda (¢t = 0) tuzaklar, bir boyutlu 6rgiiye rastgele

yerlestirilir. Tuzak olmayan her 6rgii noktasinda bir pargacik bulunur. Her zaman
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adiminda NV parcacik, bir boyutlu orgii tizerinde klasik rastgele yiiriiylisii ger¢eklestirir.
Bir pargacigin, ¢ aninda, belirli bir x konumunda bulunma olasilig1 P;(x, t), t—1 aninda,
en yakin komsularinin bulunma olasiliklarinin toplaminin ikiye bdliimii ile bulunur. ¢

adim sonunda 6rgili uzayindaki tiim parcaciklar i¢in yagama olasiligi ise,

1 N K
P(t) =+ > ) Pat) (5.2.7)
i=1 x=1

bagintis1 ile bulunur. Burada N, rastgele yiiriiylisii gerceklestiren parcacik sayisi, r,
herhangi bir konfigiirasyonu gosterir. N, 6rgii uzunlugu K ve tuzak sayisi n cinsinden
N = K — n seklinde ya da tuzak yogunlugu p = n/K ’yabagh olarak N = K (1 — p)
seklinde ifade edilebilir. Orgii noktalar: 6rgii iizerinde {1,2,3,..., K — 1, K} seklinde

siralanir.

Tuzaklar, tamamen sogurucu ve hareketsiz oldugundan, yiirilylls boyunca
parcaciklarin tuzak noktalarda bulunma ve yasama olasiliklar1 sifirdir. Bu nedenle

yasama olasilig1 hesaplanirken yapilan toplam, tuzak noktalardan etkilenmez.

Klasik rastgele yiiriiyiiste yagama olasilig1 incelendikten sonra yasama olasiliginin
kuantum karsiligina (Jayannavar, 1991; Parris, 1989a, 1989b) bakilmistir. Kuantum
yliriiyiiste, bir boyutlu kesikli bir 6rgiide uzayinin her bir noktasinda ya bir kuantum
durumu ya da bir sogurucu tuzak vardir. Tuzaklar, 6rgii lizerine rastgele dagitilir ve
sonsuz potansiyel kuyular1 gibi yutucu karaktere sahiptir. Bu tuzaklarda her hangi bir
kuantum durumunun yasamayacagi kabul edilir. Tuzaklar disindaki noktalar ise
hareketin baglangicinda belirlenen bir kuantum durumunda bulunurlar. Kuantum
durumlari, her bir zaman adiminda 6rgii lizerinde kuantum yiiriiyiisii gerceklestirirler.
Her bir zaman adiminda yeni konumlar ve kuantum durumlari, U iiniter doniigiimii ile
belirlenir. Kuantum durumlarinin her hangi bir ¢ aninda her hangi bir 2 konumunda

bulunma olasilig1 da,

P([E,t) = |¢T(xvt)|2 + |77Z)l(x7t)|2 (528)

denklemiyle hesaplanir.

Kuantum pargaciklarinin yasama olasiliklarinin bulunabilmesi i¢in bir Onceki
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boéliimde anlatilan basitlestirmeden yararlanilarak, ¢ aninda tiim pargaciklarin yasama
olasiliklari, farkli konumlardan harekete baslayan bir parcacigin yasama
olasiliklarinin toplami olarak klasik yasama olasiligina benzer sekilde denklem (5.2.7)

deki gibi bulunabilir.

Kuantum yiiriiyiicii, tuzak noktalardan birine geldiginde tuzak tarafindan sogrulur.
Bir baska deyisle tuzak noktalar, kuantum yiirliyiicliniin kuantum durumlarimi yok eder.
Bu nedenle tuzak noktalar i¢in yasama olasilifindan bahsedilemez. Yiiriiylis boyunca

tuzak noktalarin yasama olasiliklar: sifirdir.

Kuantum vyiiriiyliste yasama olasilig, ii¢ farkli baslangi¢ durumu i¢in incelenmistir.
Birinci durumda, biitiin kuantum durumlart |T), ikinci durumda rastgele olarak |1) ya
da |]) ve son durumda \%(H) +i|l)) seklinde siiperpozisyon durumunda segilmistir.

Bu durumlar sirastyla yukari, miks (karisik) ve simetrik olarak adlandirilabilir.

Tuzaklarin rastgele dagilimimi saglamak icin farkli baslangic sekillenimleri

iizerinden yagama olasiliginin istatistik ortalamasi hesaplanmistir.

(P (1) = % PG (5.2.9)

Burada M, farkl sekillenim sayisimi gosteririr.
5.3 Sonuclar ve Tartisma

5.3.1 Kuantum Yiiriiyiiste Yasama Olasilig

Farkli tuzak yogunluklarinda (p = 0.05, p = 0.1, p = 0.2 ve p = 0.3), durumlarin
yasama olasiliginin zamanla degisimini incelemek i¢in yukari, miks ve simetrik
baglangi¢ durumu i¢in ¢ = 200000 zaman adimi, K = 101 Orgii noktast ve

M = 10000 farkl1 sekillenim kullanilarak Sekil (5.2) ¢izdirilmistir.
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log(-In<P(t)>)
log(-In<P(t)>)

log(-In<P(t)>)

logt

(©)
Sekil 5.2 Baglangi¢ durumlari a) |T) (yukari), b) |T) yada || ) (miks), ¢) %(H) +i 1))
(simetrik) olan kuantum yiirliyiisiinde p = 0.05, p = 0.1, p = 0.2 ve p = 0.3,
T = 20000, K = 101, M = 10000 i¢in kuantum durumlarinin yagama olasiliginin
zamanla degisimi.

Yagama olasilig1, beklendigi gibi zamanla azalir ve tuzak yogunlugu arttikca daha
diisiik degerler alir. Yagama olasiliginin dinamigini daha yakindan inceleyebilmek i¢in
log(—1In(P(t))) — logt skalasinda bakildiginda, Sekil (5.2)’den de goriildigii gibi iig
farkli baglangic durumu i¢inde yasama olasiliginin zamanla degisiminde iki farkli rejim
ortaya ¢ikar. Bu iki rejim, belirli bir . zamaninda bir gegise (crossover) neden olur.
t.’nin yeri, tuzak yogunluguna baghdir. Geg¢is zamani (crossover time) ¢., yukari ve
simetrik baglangic durumu igin ¢. ~ 25/p, miks baslangi¢ durumu i¢in ¢, ~ 8/p’da

gbzlenir.

Geg¢is zamanindan Once ve sonra, t = 1’dent = t.’ye ve t = t.’den t = 1"ye
yasama olasilig1 zamana lineer olarak baghdir. Bu lineer baglilik, yasama olsiliginin

zamanla degisiminin gerilmis iistel (stretched exponential ) fonksiyona (Phillips, 1996)
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Sekil 5.3  Yukari, miks ve simetrik baslangig
durumlart kullanilarak gergeklestirilen kuantum
yiirtyliste 7' = 20000, K = 101, M = 10000
i¢in 3 2 parametrelerinin p ile degisimi.

uydugunu gosterir.

(P (t)) ~ exp [—1"] (5.3.1)

Burada (3, (P(t)) nin azalma hizin1 belirleyen parametredir. Bu parametre ¢.’den dnce
ve sonra sirastyla 1 ve [, degerlerini alir.  Sekil (5.3)’de 3; ve (2’nin tuzak
yogunluguna gore degisimleri goriilmektedir. Tuzak yogunlugu arttik¢a, 3; azalirken,
B2 artar. Diisiik tuzak yogunlugunda [3;’in davranisi, klasik RS yaklasim metodu ile
anlasilabilir. s;, ¢ adim sonunda ziyaret edilen farkli noktalarin sayisi ise yiiriiyiicliniin
tuzaklanmama olasihg p, = (1 — p)® olarak yazilabilir. Ortalama olasilik ise
A = —In(1 — p) tanmm ile birlikte P(t) = (p;) = (exp (—As;)) bi¢iminde ifade
edilebilir. RS yaklagimini, kisa zaman ve diisiik tuzak yogunlugunda kullanmak icin
P(t) ~ exp(—A(s;)) olarak ahnabilir. Klasik rastgele yiiriiyils i¢in (s;) ~ v/t
oldugundan P(t) ~ exp (—\v/t) ifadesi, bilinen RS &lgeklendirme formunu verir.
Kuantum yiiriiyiis igin (s;) ~ ¢ oldugundan (Konno, 2002; Konno, 2005a) RS

rejiminin kuantum karsiliginda 3; ~ 1 bulunur.

(s¢)’nin en bilyiik degeri, perdeleme (screening) yada niifuz etme (penetration)
uzunlugu ile iliskilendirilir ve yiiriiyiiciilerin baslangi¢ noktasi ile tuzaklandigi nokta
arasindaki mesafeyi belirtir. Kuantum yiiriiyticiiler, klasik bir yiiriiyliciiden daha biiytlik
niifuz etme uzunluguna sahiptir ve daha biiyiik gruplarda yiiriiyiise basladiklarinda ¢ok
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uzun siire tuzaklanmadan kalabilirler. DV rejiminin kuantum karsiliginda bu dominant
gruplar, klasik DV rejiminde oldugundan daha biiylik olmalidir. Yavas azalan bu
biiyiik gruplarin ortalamasi, DV rejiminin kuantum karsiliginda yasama olasiliginin
klasik difiizyondan daha yavas azalmasina neden olur. Benzer sekilde siirekli kuantum
yliriiylisle yapilan kuantum tagimim probleminde, 5 = 1/4 olarak bulunmustur (Parris,
1989a). Sekil (5.3)’den de goriildiigi gibi 32 bu degere p > 0.3 i¢in yakinsar.

Yapilan bu analizler sonucunda, Sekil (5.2)’de goriilen gecisin, RS’den DV’ye
gecisin kuantum karsiligi oldugu soylenebilir. Klasik rastgele yliriiyliste bu gegis,
cok uzun zaman sonra ortaya ¢ikar ve gézlenmesi zordur. Klasik sistemlerde, tuzak
yogunlugunu arttirarak ya da biiyiik difiizyon katsayilar1 olan sistemler kullanilarak
t. azaltilabilir. Kuantum yiirliylis i¢inde ¢.’nin p arttikca azaldigi Sekil (5.2)’den

goriilebilir.

Tuzak yogunlugunun artmasi, kuantum yiiriiyliste esevreliligi bozar ve
kuantumdan klasige gecis gozlenir (Romanelli ve ark., 2005, Chandrashekar ve ark.,
2007, Goniilol ve ark., 2009). Ayrica DV rejiminin kuantum karsiliginda yasama
olasiliginin klasik difiizyondan daha yavas azalmasi, kuantum yiiriiylis temelli arama
algoritmalarinin uygulamalarinin, diisiik tuzak yogunlugu ile sinirlandirilmasina
neden olabilir. Kuantumdan klasige geciste bilinen kisitlama faktorii, yiiksek tuzak
yogunlugu i¢in gecerlidir ~ Bu nedenle asagidaki alt bashikta, yiiksek tuzak
yogunlugunda kuantum yiiriiylisiin davranis1 arastirilmis ve kuantumda RS’den

DV’ye gecisin, klasikten daha 6nce gerceklestigi kanitlanmstir.

5.3.2 Klasik ve Kuantum Yiiriiyiiste Yasama Olasilig

Klasik rastgele yiirliyliste yasama olasiliginin kisa ve uzun zaman davranisi ve
RS’den DV’ye gecisin belirtileri Sekil (5.4)’de goriiliiyor. Kisa zaman davranisinda
yasama olasilig1 Sekil (5.4(a))’daki gibi diisiik tuzak yogunlugunda RS rejimi ile ve
B = 1/2 ile uyumludur. Tuzak yogunlugu arttirildiginda, egim azalir ve yiiksek tuzak
yogunluklar igin Sekil (5.4(b))’de gorildigii gibi DV davramisina ulasilir ve 3, 1/3’e
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Sekil 5.4  Farkli tuzak yogunluklarinda K = 50000 i¢in klasik rastgele yiiriiyliste
yasama olasiligmin zamanla degisimi a) 7' = 2000 ve p = 0.01, p = 0.005. Kesikli
cizgiler § = 1/2 egimi belirtir. b) 7" = 2000 ve p = 0.2, p = 0.5. Kesikli ¢izgiler
B = 1/3 egimi belirtir.
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yakinsar. DV 0lceklendirme formuna yakinsama, daha yiiksek tuzak yogunluklarinda

daha hizli olur.

gecerlidir.

Bu analitik degerler, termodinamik olarak biiylik sistemler i¢in

Kuantum vyiiriiylis ile klasik yiirliylisii karsilastirabilmek i¢in orgii uzunlugu

K = 101 secilerek 7" = 1000 zaman adimi1 sonunda Sekil (5.5(a))’da klasik yiirliylis

icin Sekil (5.5(b))’de kuantum yiiriiyiis i¢in yasama olasiliklarinin zamanla degisimi

cizdirilmistir. Bu durumda, kuantum yiiriiyiiste RS’den DV’ye gecis olmasina ragmen

klasik yiiriiytisiin hala RS rejiminde oldugu goriilmektedir.

log(-In<P(t)>)

CRW

Sekil 5.5

logt

(a)

log(-In<P(t)>)

—e—p=0.1
p=0.2 |1
—v—p=0.3

ylirliyiiste yasama olasiliginin zamanla degigimi.

logt

(b)

a) Klasik rastgele yiirtiyiiste, b) baslangi¢ durumlari |T) olan kuantum
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Sekil 5.6  Klasik rastgele yiiriiyiis ve kuantum
yiriiyliste azalma parametresi [’nin  tuzak
yogunlugu p ile degisimi.

Tuzak yogunlugunun 6l¢eklendirmeye etkisini sistematik bir sekilde inceleyebilmek
icin Sekil (5.6)’da 31, (2, ve B, nin tuzak yogunlugu ile degisimi ¢izdirilmistir. Tuzak
yogunlugu arttik¢a 31 ve 3. azalirken, (35 tam tersine artar. RS ve DV rejimin en iyi
ayirtedilebildigi tuzak yogunlugu araligi Sekil (5.5(b))’deki gibidir. Cok yiiksek tuzak
yogunluklarinda bu ayrim, zor ayirdedilir ve 3; 2, Sekil (5.6)’da goriildiigii gibi 5
degerine yakinsar. Bu durum, yiiksek tuzak yogunluklarinda kuantumdan klasige gecis
tahminleriyle uyusmaktadir. Sekil (5.5(b))’de goriilen kuantum ylriiyiisteki kisa ve
uzun zaman davranisi arasindaki dinamik gegisin, Sekil (5.6)’ya bakarak kuantumdan
klasige gecis olmadigi, bu gecisin, klasik RS den DV’ye gecisin kuantum karsiligi

oldugu anlagilmaktadir.

5.3.3 Tek Parcacik ile Kuantum Yiiriiyiiste Konum Olgiimii ve Cok Parcacik ile

Kuantum Yiiriiyiiste Yasama Olasilig1

Bu altboliimde, yasama olasiligi ile bir boyutta kuantum ylriiyiiste konum 6l¢iimii
arasindaki iligki analitik olarak gdsterilmistir. Bir boyutta kuantum yiiriiyiiste konum
Ol¢limiinde (Shikano ve ark., 2010; Chisaki ve ark., 2010; Shikano, 2011), konum
Hilbert uzayt Hp = {|z) : z € Z} olarak verilir. Kuantum yiirilyiiste bir adim
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Sekil 5.7 K = 101 ve t = 1000 igin klasik
rastgele yiirtiyiiste ve |1) baslangi¢c durumu ile
kuantum yiiriiytiste azalma parametresi 5 nin
tuzak yogunlugu p’ya gore degisimi. Kesikli
cizgiler analitik sonuglar1 gdsterir.

dinamigi,

pt+1) = (1—p)Up(t)U"
FooldeTe Yo [Fels GNoanitd e ) )] 632

2,2 €7

denklemiyle bulunur. Denklemde ‘1/;(0)> = |x,0), p(0) = ‘1;(0)> <1E(0)‘ vep € [0,1]
ile verilir. p = 1/t (0 < v < 1) iken kuantum yiirlyiiste konum 6l¢iimii igin
asimptotik davranis, (s\”)) ~ t0+9/2 olarak elde edilir (Shikano ve ark., 2010; Chisaki
ve ark., 2010).

Termodinamik limitte X' — oo (p sabit, ¢ yeteri kadar biiyiik iken), ¢ok parcacik ile
kuantum yiirliylis, tek parcacik ile kuantum yliriiylise indirgenebilir.  Birbiriyle
etkilesmeyen kuantum pargaciklar1 ve kuantum para (coin) i¢in ¢ok pargacik ile
kuantum yiiriiylis modelindeki parcacigin tuzak noktasina diiserek sogurulmasi,
konum o6l¢limii durumuna esdegerdir. Bu ylizden kuantum yiirliyliste konum 6l¢limii
sonuglari, bu sisteme uygulanabilir. Kuantum yiiriiyiisiin asimptotik davranisini
gbsteren <81(5D)> ~ t0+)/2 bagmtisinda, ¢ aninda pargacigim tuzaga diisme olasilig
p = t*/t = (1/t)=") yerine yazildiginda, (ng)) ~ t'7% elde edilir. Bu, ortalama

serbest yol olarak aliabilir. Termodinamik limitte, merkezi limit teoremi uygulanarak
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Sekil 5.8  |1) baslangig durumu ile baglayan
kuantum yiiriiyiistinde K = 81, K = 101 ve
K = 201 o6rgii noktas: i¢in azalma parametresi
B’nin tuzak yogunlugu p ile degisimi.

yasama olasiliginin serbest yol ile,

} (5.3.3)

e,
=
=
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Ny t, tuzak noktalar olmadan

seklinde iistel azaldig1 bulunur. Bu denklemde (sg
ortalama serbest yolu belirtir. Ayn1 zamanda konum 6l¢iimii olmadan kuantum yiirliytis

davranisini belirtir.

Sabit tuzak yogunlugunda yasama olasiligi, termodinamik limit t < K vet ~ K
durumlar i¢in incelenirse; Birinci durum, gegisten (crossover) 6nceki zaman belirtir.
Bu durumda yasama olasiligi, kiigiik ¢’ler i¢cin hesaplanmalidir. Bu nedenle yasama
olasilig1 i¢in denklem (5.3.3) direkt olarak kullanilamaz. Yasama olasilig1 kiiciik ¢’ler
igin,

(P)) ~ 1 — (s} ~ 1 —(17%) (53.4)

seklinde yeniden yazilmalidir.

(P(t)) ~exp [—t"'] ~ 1 — 7' oldugundan 3,

B =1- g (5.3.5)
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olarak elde edilir. ikinci durum, gegisten sonraki zamam belirtir ve {istel azalma igin

denklem (5.3.3) direk olarak kullanilabilir. Bu durumda (35,
By = g (5.3.6)

olarak elde edilir.

Bu analitik sonuclar, numerik sonuglarla Sekil (5.7)’deki gibi karsilastiralabilir. Cok
parcacik ile kuantum yliriiyiiste, numerik hesaplamalarda, belirli bir yonelim durumu
kullanilmis olsa da Sekil(5.7)’de goriildiigii gibi analitik ve numerik sonuglar birbiri ile
uyumludur. Bunun yaninda Sekil (5.8)’de, sonlu boyut dl¢ceklenmesi olup olmadigim
aragtirilmistir. Orgii boyu arttirldiginda ve azaltildiginda analitik sonuglarla uyumda

herhangi bir degisiklik olmadigindan sonlu boyut dlceklenmesi olmadigi sdylenebilir.



BOLUM ALTI
SONUCLAR

Bu tez kapsaminda, kesikli kuantum yiiriiyilis modeli incelenmis ve konu ile ilgili ii¢
caligma sunulmustur. Dordiincii ve besinci boliimde tanitilan, iki boyutlu tuzakli 6rglide
kuantum yiiriiyliste esevresizlik ve iic boyutlu tuzakli 6rgiide esevresizligin boyuta
baglilgi calismalari, kuantum yiirliylisiin zaman evriminde biiyiik dneme sahip olan ve
kuantum yiirliylisiin klasik yiirliylise ge¢isine neden olan esevresizlik ile ilgilidir. Bu
caligmalarda esevresizlik, sogurucu tuzaklarla modellenerek, literatiirdeki caligmalara
yeni bir bakis agis1 getirilmistir. Altinc1 boliimde tanitilan son ¢alismada ise bir boyutlu
tuzakl orgiide gergeklestirilen kuantum yiiriiyliste parcaciklarin yasama olasiklariin

zamanla degisimi incelenmistir.

Iki boyutlu tuzakli érgiide kuantum Hadamard, Fourier ve Grover vyiiriiyiislerinde
esevresizligin incelendigi ilk ¢alismada, kritik bir tuzak yogunlugu degerine kadar
kuantum yiiriiyiisiin hizinin, her zaman klasik par¢aciklarin yayilma hizindan bilyiik
oldugu goriilmiistiir. Ayrica, bu li¢ yliriiyiis arasinda esevresizlige en dayanikli olanin

Hadamard yiiriiyiisii oldugunu bulunmustur.

Uc¢ boyutlu tuzaklh o6rgiide Hadamard vyiiriiyiisiinde esevresizligin boyuta
baghiliginin arastirilldig1 ikinci ¢alismada, ortaya c¢ikan es-evresizligin kuantum
durumlarin yayilma hizlarmi etkiledigi ve bu es-evresizlik nedeniyle kuantum
durumlarinin yayilma hizlarinin klasik rastgele yiiriiyiisteki yayilma hizina gittigi

gorilmiistiir.

Ucgiincii ve son ¢alismada ise bir boyutlu tuzakli drgiide ¢cok pargacik ile kuantum
yiirliylis gerceklestirilmistir. Bu modelde, es-evresizligin tersi olan es-evreli olma hali
kuantum yiiriiyiiciilerin yasama olasilig1 cinsinden modellenmistir. Bu ¢alismada,
digerlerine gore farkli bir model kullanilsa da aslinda onceki iki ¢alismanin devami

niteliginde olup, Onceki ¢aligmalarda ele alinmayan ama aslinda 6nemli olan bir
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problemi tartismak icin yapilmistir. Bu calismada, kuantum durumlarin yasama
olasiligi, diger bir ifadeyle es-evrelilik, zamanin bir fonksiyonu olarak farkli tuzak
yogunluklar1 i¢in incelenmis ve kuantum durumlarin yasama olasiliginin zaman
evriminin, gerilmis listel yasaya uydugu bulunmustur. Ayrica kisa zaman ile uzun
zaman limiti arasinda bir kritik geg¢is gozlenmis olup, bu gegisin tuzakli Grgiide

gerceklestirilen klasik rastgele yliriiylisteki RS den DV ye gecis oldugu goriilmiistiir.

Elde edilen bu sonuglar, tuzaklarin kuantum yiiriiylisler icin iyi bir es-evresizlik
mekanizmasi oldugunu ortaya koymaktadir. Kuantum yliriiylisiin, es-evresizlik
mekanizmalar1 altinda nasil davrandigini bilmek Onemlidir. Ciinkii  fiziksel
realizasyonlarda, her zaman tuzak veya tuzaa benzer davraniglar sergileyen
es-evresizlik mekanizmalart sistemde yer alabilir. Kuantum algoritma gelistirme
caligmalari, es-evresizlik probleminden bagimsiz olarak diisiiniilemez. Kuantum
ylrilylis modelleri, kuantum algoritmalarinin matematiksel modeli olarak
kullanilmaya aday olmasi nedeniyle kuantum yiirliylis modellerinde, es-evresizlik
olaylarinin anlagilmas1 6nemlidir. Yapilan bu {i¢ ¢calisma, bu problemin anlagilmasina

yonelik katki niteligindedir.
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