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TSALLIS ENTROPI ESITSIZLIGI

(0Y/

Bu tezde, Heisenberg’ in belirsizlik ilkesi (Heisenberg esitsizligi) ve diger
entropi esitsizlikleri ayrintili olarak gozden gegirildi. Poschl-Teller potansiyeline
karst gelen dalga fonksiyonunun Tsallis entropi esitsizligini sagladigi gosterildi.

Niimerik sonuclar ve ayrintili tartigmalar tezde verildi.

Anahtar sozciikler: Extensif olmayan entropi, Tsallis entropisi, Poschl-Teller

potansiyeli

v



TSALLIS ENTROPIC UNEQUALITY

ABSTRACT

In this thesis, Heisenberg’ s uncertanity principle (Heisenberg unequality)
and other unqualities have been reviewed in detail. It has been shown that
Tsallis” s entropy unequality is satisfied by the wave function correspond Poschl
Teller potential. Numerical results and detail discussions have been given in

thesis.

Keywords: Non-extensive entropy, Tsallis entropy, Poschl-Teller potential
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BOLUM BIR
GIRIS

20. yiizyilin baglarindan itibaren fizik alaninda biiyiik gelismeler olmustur.
1900 yilinda Max Planck’ in ortaya attigi “kuantum varsayimlar1” nin ardindan,

yizyilin ilk ¢eyreginde kuantum fizigi agisindan onemli kegifler yapilmigtir.

Klasik mekanigin maddeyi makroskobik bir yaklagimla incelemesine karsin,
kuantum mekanik kuram maddeyi mikroskobik bir yaklagimla inceler. 20. ytiizyilin
bagindan itibaren atomlarin i¢ yapilar1t aragtirilmaya baglanmig ve klasik
kuramlarin bu ¢aligmalarda yetersiz kaldigi goriilmiistiir. 1924° de ortaya atilan
de Broglie varsayimi ve 1927" de ortaya atilan Heisenberg belirsizlik ilkesi bilim
diinyasinda yeni ufuklarin dogmasina sebep olmustur. Bu gelismeler Max Planck’
i kuantum varsayimlari ve Schrodinger’ in dalga mekanigi ile birlestirilerek
kuantum mekanik kuram ortaya ¢ikmigtir. Bu kuram parcaciktan ziyade ona eslik
eden, olasihik genligi dedigimiz bir dalga fonksiyonu ile ilgilenir.
Kuantum mekanik kuram kiigiik kiitleli hareketli cisimlerin olasilik dalgalar:
mekanigi kavrami anlamini tagidigindan, maddeyi mikroskobik bir yaklagimla ele
alir. Bu kuram ile birlikte gozlenebilirlik, iglemci, 6zdeger, beklenen deger, dalga

fonksiyonu gibi yeni kavramlar da ortaya ¢ikmigtir.

Bu tezin ikinci boéliimiinde kuantum mekanik kurama genel bir girig
yapildiktan sonra, bu kuramin temel postiilalar1 ve ortaya koydugu yeni
kavramlar 1g1ginda Heisenberg’ in belirsizlik egitsizligini elde edecegiz. Heisenberg’
in belirsizlik ilkesine gore birbirine bagh iki biiytikliikten birinin olc¢tilmesindeki
duyarhk arttikca, digerinin dlciilmesindeki duyarhk azalir. Oyle ki, olciimler
sonucu her iki biiyiikliige ait belirsizliklerin carpimi daima Planck sabitinden
biiylik veya en az ona esittir. Heisenberg’ in belirsizlik esitsizligi Gaussyan yada
yart Gaussyan dagilima sahip olasilik yogunluklart igin kullamigh bir

formiilasyondur. Fakat kuantum tek parcacigi her zaman bu tarz bir olasilik



dagilimima sahip olmayabilir.  Bu gibi durumlarda, dagilimi hesaplamada
standart sapma kullanigh bir yontem degildir. Yine ayni boliimde Gaussyan forma
sahip olmayan dalga fonksiyonlar1 icin gelistirilen entropi egitsizlikleri tlizerinde

duracagiz.

Tezin tgiincii boliimiinde ektensif olmayan istatistik mekanik ve Tsallis
istatistigini ayrintili bir bicimde agikladikdan sonra, dordiincii boliimde Tsallis
entropik esitsizligini elde edecegiz. Beginci boliimde ise Posch-Teller potansiyelinin
Schrodinger denklem ¢oztimii yapilip, bu potansiyelin Gaussyan forma sahip
olmayan dalga fonksiyonunu ¢ikartacagiz. Son olarak altinci béliimde Posch Teller
dalga fonksiyonuna Tsallis egitsizligini uygulayacagiz ve buldugumuz

sonuclar1 olugturacagimiz tablodan yararlanarak yorumlayagiz.



BOLUM IKI
HEISENBERG BELIRSIZLIK ILKESI
VE ENTROPI ESITSIZLIKLERI

2.1 Kuantum Mekaniginin Postiilalar:

Kuantum mekaniginde bir ¢cok postiila olmasina ragmen kuram ti¢ ana postiila

tizerine kurulmusgtur (Saghioglu, 2000). Bu postiilalar1 sdylece siralayabiliriz.

I. Postiila: Bu postiila dalga fonksiyonu ile ilgilidir. Bu postiilaya gore;

7 =|r|= /2% + y? + 22 olmak lizere 0 < r < oo araliginda 1 (r) dalga fonksiyonu
0v(r)

r

ile onun birinci tiirevi stirekli ve r — oo iken ¥ (r) — 0 olmalidur.

II. Postiila: Bu postiila islemci (operator) veya gozlenebilirlerle ilgilidir.
Kuantum mekaniginde o6lgiilebilen her gey bir dinamik degiskendir ve her dinamik
degiskene lineer ve hermitik bir islemci (121) karsilik gelir. Bu sekilde belirlenen
islemciler dinamik halleri belirleyen dalga fonksiyonuna uygulandiginda; fhp = ay)

" n

elde edilir. Bu ifadede """ fonksiyonu (121) islemcisinin 6zfonksiyonu, ”a” ise

ozdegeri adim alir ve bu denklem o6zdeger denklemi olarak bilinir.

III. Postiila: Bu postiila ise beklenen degerlerle ilgilidir. Bir dalga
fonksiyonu ile belirli bir dinamik halde a gibi bir dinamik degisken o6l¢iildiigii
zaman bu dinamik degiskenin ol¢ciim sonucundan beklenen degeri, bu dinamik
degiskene karsilik gelen (/1) islemcisinin ortalama degerine egit olur. Yani

beklenen deger; R
[ Apadv

b= T

(2.1.1)

ifadesiyle verilir.



Schrédinger Dalga Denklemi: Verilen herhangi bir V(r) potansiyeli igin
Schrodinger dalga denklemi;
h? 9?

~0 o (r) + V(r)(r) = Ev(r) r= (21, ..., Ty) (2.1.2)

ifadesiyle verilir. Burada A = h/27’dir ve h Planck sabitidir. m pargacigin
kiitlesi ve E parcacigin enerjisidir. Verilen V(r) potansiyeli i¢in Schrédinger
dalga denklemi ¢oziilirse ¢ (r) ifadesi bulunabilir.  (2.1.2) denklemi lineer

potansiyeller i¢in tam ¢oziim verir.

2.2 Heisenberg Belirsizlik Ilkesi

Kuantum fiziginde her gozlenebilir nicelige (enerji, ¢izgisel momentum,
acgisal momentum, konum vb.) bir iglemci kargilik gelir. Her iglemci igin bir
ozdeger denklemi yazilir ve bu denklem c¢oziilerek ozdegerler ve Oz-durumlar
bulunur. Kuantum fiziginde 6l¢iimleri sinirlayan ¢ok énemli bir ilke s6z konusudur.
Bu ilkeye gore, tiim nicelikleri ayni anda ayni kesinlikle 6lgemeyiz, eger 6lgmek
istersek bir belirsizlikle karsilagiriz. Bu belirsizlik Heisenberg belirsizlik ilkesi
olarak bilinir. ~ Ornegin, bir kuantum sisteminin konumunu kesin olarak
biliyorsak cizgisel momentumunu kesin olarak belirleyemeyiz. Bu durumda,
konumdaki belirsizlik asgari diizeyde olmakla birlikte cizgisel momentumdaki

belirsizlik azami diizeydedir.

Kuantum mekaniginde tanimlanan operator kavramlarimin komiitasyon
iligkisi ve yine kuantum mekaniginde tanimlanan belirsizlik ilkesi (Heisenberg)
arasindaki iligkiyi gosterebilmek icin [z,p,] = ih komiitasyon bagmtisini elde

edelim. Burada p, lineer momentum operatoriiniin = bilegenidir ve



Do = —ihﬁ olarak tanimlanir.
Ox
R o, d o dY
(pa)0 = a(=ih )b = —ine S (2.2.1)
A Ld . Lo dr  dY
(pe)p = —@h%(mb) = —sz% - zhx% (2.2.2)
o o L dy Lo dr . dy
Py — P = (—@hx%) - (—zth% — zhx%) (2.2.3)
TPeth — Pty = iy (2.2.4)
T ve p, islemcilerini ¢ dalga fonksiyonuna uygularsak
(Zps — Polt )t = i) (2.2.5)
(%, ps] =ik (2.2.6)

olarak elde edilir. Heisenbergin onerisi zp, — p,& = i¢h olarak diizenlenmistir.
Bu kuantum mekaniginin en 6nemli ifadesidir (komiitasyon bagintisi). Kuantum
mekaniginde # ve p, islemcidir. Islemcilerin yerinin degismesi sonucu etkiler.

Goritldugii gibi Zp, ve p,2 sonucu birbirinden farkhidir.

Kuantum mekaniginde iki tane operator sira degistirebiliyor ise bu
operatorlere karsi gelen fiziksel nicelikler ayni anda tam olarak olgiilebilir, eger
sira degistiremiyor ise bu nicelikler ayni anda tam olarak olciilemez. Yani A ve
B gibi iki kuantum mekaniksel operator icin [121, B] = 0ise Ave B operatorlerine
kargt gelen fiziksel nicelikler tam olarak dlciilebilir. [A, B] # 0 oldugu durumda

her iki fiziksel nicelik ayni anda olciilemez deriz.

Simdi  kuantum mekaniginde tamimlanan operator kavramlarinin

komiitasyon iligkisinin elde edilmesini gosterelim. A ve B nin komiitatorii;

[A,B] = AB— BA=—(BA— AB) = —[B, A (2.2.7)
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seklinde gosterilir. C herhangi bir iglemci, Ave B hermityen iki islemci olmak

iizere [A, B] = iC' oldugunu kabul edelim.

A ve B nin ortalama degerleri;
(A) = / YrApdr  (B) = / W Bypdr (2.2.8)

ve ortalama degerlerinden sapmalari;

~

AA=A—(A) AB =B - (B) (2.2.9)

seklindedir. Beklenen degerler sadece birer sayidirlar ve bu nedenle tiim iglemciler
ile komiite ettikleri igin AAile AB nin komiitasyon iligkilerinin A ve B arasindaki
komiitasyonla ayni oldugunu (2.2.8) ve (2.2.9) denklemlerini kullanarak agagidaki

gibi gosterebiliriz.

— AB — A(B) — (A)B + (A)(B) — BA + B(A) + (BYA — (B)(A)  (2.2.11)
— AB — BA + (A)(B) — (BY(A) + B(A) — A(B) + (BYA+ (A\B  (2.2.12)
= [A, B + [(A), (B)] + [B, (A)] + [A, (B)] (2.2.13)
= [A, B] - [(4), B] + [A, (B)] + [(4), (B)] (2.2.14)
= [A, B] — {{A)B — B(A) + A(B) — (B)A + (A)(B) — (B), (A)}  (2.2.15)
= [A, B] + (A{B +(B)} — {B+ (B)}(A) + A(B) — (B)A (2.2.16)

Beklenen deger bir sayi oldugu ic¢in biitiin islemciler ile komiitasyonu sifirdir,

ve buradan [AA, AB] = [A, B] bulunur.



Simdi su integrali ele alalim.
I= /(| aAA —iAB)Y | dr >0 (2.2.17)

(| fAA — iABY) P= {(| aAA* +iAB )W (| aAA —iABYW}  (2.2.18)
= (QAA™Y* +iAB Y ) (aAAY — iABY) (2.2.19)

AA ve AB hermityen olduklari igin,

[=a / (AA*Y*)(@AA — iAB)bdr + i / (AB*¢*)(aAA — iAB)dr (2.2.20)

[—a / W AA(QAA — iAB)bdr + i / WAB(aAA — iABYbdr  (22.21)
I= /1/1*(&AA +iAB)(aAA — iAB)Ypdr (2.2.22)
olarak yazabiliriz. Simdi (2.2.22) integralini agarsak;

I= / Y (a?AA? + AB? — iaAAAB + iaABAAWdr (2.2.23)

I =a?(AA?) + (AB?) —ia{[AA, AB)) (2.2.24)

denklemini elde ederiz. Buradaki [AA, AB] ifadesinin iC' oldugunu énceden kabul

etmigtik. Bunu denklemde yerine yazarsak;

I =a*(AA%) + (AB?) + a(C) (2.2.25)
I = (AA%(® + () )+ (AB?) (2.2.26)
(AA?)
ifadesini elde ederiz. Burada ilk terimi kareye tamamlamak igin (AA?) (e
' 4({AA2)?

ifadesini ekleyip gikaralim.

~ N ~

[ = (AA%(a?+ a& + <AA2>4<<ALZ;>2) +(AB?%) — (A4 <<AC;>;>2 (2.2.27)




I = (AA*) (o + a%f + (AB?) — & >0 (2.2.28)

Esitsizlik, tiim reel a sayilari icin dogrudur ve bu nedenle sol tarafi minimum
yapan bir degeri secebiliriz. Bu deger, ilk terimin gitmesine neden olan degerdir,

clinkii sol tarafa pozitif bir nicelik ekler. Ik terimi sifir secerek;

(AB?) — & >0 (2.2.29)

denklemini elde ederiz. (2.2.27) denklemini diizenlersek

()
1

(AA?)(AB?) > (2.2.30)

ifadesini elde ederiz. (2.2.30) denklemindeki A mn kare ortalamas: ((AA2)) icin;

~ ~

(AA2) = ((A— (A))?) = (A2 = 2A(A) + (A)?)) = (A%) — 2(A%) + (A)? (2.2.31)

~—

((AA)%) = (A%) — (A)? (2.2.32)

ifadesini yazabiliriz. Buradan;

6A = \/((AA)?) = /(A2) — (A)2 (2.2.33)

6B = \/((AB)?) = \/(B?) — (B)? (2.2.34)
SASB = \/(AA?)(AB?) >

esitsizligini elde ederiz. Burada C[A, B]/i dir. [A,B] = 0 ise C' = 0 olur. Bu
durumda §A§B nin alt s sifirdir. [A, B] # 0 olursa 64 — 0 i¢in 6B — oo dir.

1 (C) | (2.2.35)

| —

Bu durumda ise A5 B nin alt smirt 1(C) olur. Boylece;

SAIB = =(C) (2.2.36)

N

yazilabilir. (2.2.36) esitsizligi tiim gozlenebilir ¢iftlerine uygulanabilir. Yapilmasi



gereken tek sey, iki gozlenebilir arasindaki komiitasyon bagintisinin bilinmesidir.

(2.2.6) komiitasyon bagintisina gore sonucun ih, bu iki operatore kars: gelen
gozlenebilirlerin ayni anda tam olarak olgiilemeyecegini gosterir. Bir bagka ifade
ile, bir parcacigin herhangi bir noktadaki yeri ve momentumu ayni anda kesin
olarak olgiilemez. Eger 6lgmeye kalkarsak ol¢timde bir belirsizlik olugur ve bu

belirsizlik (2.2.36) denklemine gore;

AzAp, >

| St

(2.2.37)

ifadasiyle verilir. Bu ifade Heisenberg belirsizlik ilkesi olarak bilinir. Burada

Ax ve Ap sirasiyla konumun ve momentumun standart sapmasidir.

Heisenberg belirsizlik ilkesi, Gaussyan formdaki dalga fonksiyonlar: i¢in iyi
calisir. Fakat, konum ve momentum uzayindaki kuantum tek-parcacik olasilik
yogunluklarimin Gaussyan yada yari Gaussyan olmasi sart degildir, farkh
formlarda da olabilir. Bu gibi durumlarda standart sapma kullanigh bir hesaplama

olmaz (Ohya ve Petz, 1993).

2.3 Genellestirilmis Entropiler

2.3.1 Shannon Bilgi Entropisi

Bolim besgte Schrodinger denklem ¢oziimiinii  yaptigimiz  Posch-Teller
potansiyeline kargilik gelen dalga fonksiyonu Gaussyan forma sahip degildir.
Gaussyan olmayan bu tip ¢oztimler i¢in Heisenberg belirsizlik ilkesi uygun degildir.
1975 yilinda Bialynicki-Birula ve Mycielski (BBM), Boltzman-Shannon bilgi

entropilerini kullanarak belirsizligin formiilasyonunda yeni bir ifade elde ettiler.
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(2.1.2) Schrodinger dalga denkleminin ¢ (r) ¢oztimii kullanilarak Boltzman

Shannon bilgi entropisi n boyutlu konum uzayinda

Sty == [ 190) Pln | ot0) P a's 23.1)

seklinde tanimlanir (Shannon, 1948). S(r) konum entropisi,konuma bagh entropik

belirsizligi 6lger. Bu integral ifadesi i¢inde yer alan | ¢ (r) |* In | ¥(r) |? carpim

konum uzayindaki entropi yogunlugudur. Momentum uzayindaki bilgi entropisi
ise

5@ == [ 196) P1n] 56) P ' 232)

ifadesi ile verilir. Burada v (p), (r)nin

7 1 —ir.p n,.
Y(p) = (\/2——7T>n/¢(7")€ d (2.3.3)

seklindeki Fourier donitigtimiidiir. Bolim dortde ayrintili olarak bahsettigimiz
Sobolev esitsizligini (4.0.35) kullanarak Heisenberg esitsizligi yerine ondan daha

giiclii oldugu kabul edilen entropi esitsizligini yazabiliriz. (4.0.35) denklemini

W(a) = k1)) 19 Il =1 ¥ llo= 0 (2.3.4)

Y

seklinde yazabiliriz. p; ' i ¢ cinsinden yazarak bu ifadenin ¢ = 2 noktasinda

tirevini alirsak

W(2) = —%N(l Flnr) — %N‘l/ |(r) [2In | o(r) |2 d"r (2.3.5)

_%N—l/ | G(k) P In | (k) 2 "% + NIn N > 0

bulunur. Burada N =|| 9 [|s=]| ¢ ||2 dir. N = 1 i¢in bu ifade

S(r)+S(p) >n(l+Inm) (2.3.6)
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halini alir (Bialynicki-Birula ve Mycielski, 1975). Bu esitsizlik ifadesi Bialynicki
Birula, Mycielski (BBM) esitsizligi olarak bilinir. Bu esitsizlik n boyutlu uzayda
gegerlidir. n burada uzaysal boyutu temsil eder. Burada S(x), Az belirsizligine
kargi gelen belirsizlik entropisi, S(p) de Ap belirsizligine karg gelen belirsizlik

entropisidir. Heisenberg belirsizlik ifadesini entropi cinsinden

(Az)(Ap) — —kIn[(Az)(Ap)| =S (2.3.7)
—kIn[(Az)(Ap)| =S (2.3.8)
S(x)+Sp) =S (2.3.9)

seklinde yazabiliriz.

Elbette Shannon entropisinden bagka entropilerde ortaya konabilir.
Bunlardan bazilar1 termoistatistikte kullanilabilir, bazilar1 kullanilamaz. Son
yillarda ortaya konan Kaniadakis entropisi, Abe entropisi ve Gamma entropisi
(G.Lissia ve Scarfeno, 2005) kullanilabilir olanlardandir. ~ Bu entropilerin
ortak ozellikleri i¢ biikeylik (sistemin termodinamik kararlihgi), Lesche kararlihg
(deneysel giivenilirlik ve deney sonuglariin yeniden iiretilebilmesi), ektensiflik,

her zaman her adiminda tiretilen entropinin sonlu olmasidir.

Genellegtirilmig herhangi bir entropi ifadesi Boltzmann-Gibbs entropisi
tanimindaki standart logaritma yerine,

x— g P

In(x) = P (2.3.10)

seklindeki genellestirilmig logaritma tanimi kullanilarak ifade edilebilir, burada

a ve [ iki parametre, x ise fonksiyonun argiimanidir. Bu logaritma tanimi altinda
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genellegtirilmis entropilerin en genel formu

v - WLy _ plth
s(t)=<sz-(t)1n(pit))>:<zpz <2+% (t)> (2.3.11)

seklindedir (Coraddu ve diger., 2006). W faz uzaymdaki girilebilir durumlarin
sayisidir. « ve 8 nin aldig1 degerlere gore ¢esitli entropi tanimlari yapilabilir. Bu

entropi tanmimlar1 ve genellestirilmig logaritmalar1 asagidaki gibi verilebilir.

2.3.2 Abe Entropisi

1—
94 e g = @ g q4 almarak denklem
qa I+«

Abe logaritmasi i¢in; a =

(2.3.10) de kullanirsak

1—gy
r i —giaTt

In(z) =Iny(z) = (2.3.12)

1—qa .
o Tl—aa

ifadesini elde ederiz ve bunu (2.3.11) denkleminden yararlanarak diizenlersek, Abe

entropisini
2g4—1
W aa® _ 2=aa()
Si = llqu n : (2.3.13)
P o T
olarak elde ederiz.
2.3.3 Kaniadakis Entropisi
Kaniadakis logaritmas: i¢in; o = f = & ifadesini alarak bunlar (2.3.10)
denkleminde yerlerine yazarsak;
In(z) = In,(z) = ot (2.3.14)

2K
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denklemini buluruz. Bu ifadeyi denklem (2.3.11) de kullanirsak Kaniadakis

entropisini
1-k 1+kK

olarak buluruz.

2.3.4 Gamma Entropisi

Gamma logaritmasi i¢in; o = 23 = 2 degerleri gozoniine alinarak (2.3.10)

denkleminde kullanilirsa

¥ — a7

In(z) =In,(z) = 3

(2.3.16)

ifadesini elde ederiz ve bu ifadeyi (2.3.11) denkleminde kullanirsak Gamma

entropisini
W 1-2y 14+~
b, t)—p (¢
S, = (Z ( )37 ( )> (2.3.17)

olarak buluruz.



BOLUM UC
EKTENSIF OLMAYAN ISTATISTIK MEKANIK:
TSALLIS ISTATISTIGI

1865” te Clausius entropiyi klasik termodinamik c¢ergevesinde ortaya koydu.
Bundan birkag y1l sonra o yillarda geng bir fizik¢i olan Boltzmann’ i ve daha
sonrada Gibbs’ in katkilariyla entropi mikroskopik niceliklere dayali bir sekilde
ifade edildi. Boylece makroskopik ve mikroskopik diinyalar arasinda bir baglanti
kurulmus oldu. Boltzmann-Gibbs entropisi 1sisal denge halindeki sistemlerin faz
uzayinda her hali egit olasilikla iggal ettikleri prensibine dayanir. Bir sistemin
entropisi faz uzayinda girilebilir durumlarin sayisi cinsinden ifade edilebilir. Bu

girilebilir durumlarin iggal edilme olasiliklar1 esit degilse entropi,

w
Spe = —kY _pilnp; (3.0.18)
i=1

olarak ifade edilebilir. Burada k£ Boltzmann sabiti, W girilebilir durumlarin
sayisi, p; ise 7. durumun iggal edilme olasihigidir. Eger her hangi bir mikro
hal iggal edilmemigse entropiye katkisi sifir olur. Eger bir sistemin N tane alt
sistemden olustugunu diigliniirsek ve bu alt sistemlerin olasiliklar1 egitse
Spa o« NSpg orantist vardir. Bu alt sistemlerin etkilesimleri kisa erimli ise
Spg o N seklinde basite indirgenebilir. Fakat dengede olmayan sistemler igin
Boltzmann-Gibbs entropisi yetersiz kalir. Tam bu noktada yine mikroskopik
olasilik terimleri iceren bagka bir entropi ifadesini dengede olmayan sistemler i¢in
tiiretme gereksinimi ortaya cikar. Boyle bir yaklasim 1988’ de Tsallis tarafindan
ilk kez ortaya kondu (Tsallis, 1988). Boltzmann-Gibbs entropisini iginde 6zel bir

durum olarak igeren entropi tanimz,

w
1—> o
i=1

ﬁ:(), Sq:kq——l

(3.0.19)

seklindedir. Tsallis entropisi ya da ¢ entropisi diye adlandirilir. Burada ¢

A+B

nonekstensivilik parametresidir. A ve B gibi iki alt sistem igin p;;™” = pfpf ,

14
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V(ij) ise sistemin toplam entropisi
Sg(A+ B)/k = [Sq(A)/k] + [S¢(B)/F] + (1 — q)[S4(A)/K][So(B) /] (3.0.20)

seklinde nonekstensive olarak ifade edilir. ¢ parametresinin 6zel bir halinde
entropi artisi dogrusal olur. Bu 6zel halde ¢, ¢* olarak gosterilir ve bu halde
toplam entropi i¢in

Sy(A+ B) = Sp(A) + Sp+(B) (3.0.21)

ifadesi yazilabilir (Gell-Mann ve Tsallis, 2004).

Genellegtirilmig herhangi bir entropi ifadesi Boltzmann-Gibbs entropisi
tanimindaki standart logaritma yerine,

R

In(x) = P (3.0.22)

seklindeki genellestirilmig logaritma tanimi kullanilarak ifade edilebilir, burada
a ve [ iki parametre, x ise fonksiyonun argiimanidir. Bu logaritma tanimi altinda

genellestirilmis entropilerin en genel formu

w ~ W l—aqyy _ 148
5() = (Y o) = (3 LU {0, (3.0.23

seklinde verilir (Coraddu ve diger., 2006). W faz uzayindaki girilebilir
durumlarin sayisidir. « ve § nin aldig1 degerlere gore cesitli entropi tanimlar:
yapilabileceginden boliim ikide bahsetmigtik.  Tsallis logaritmasi icin a = 1 —g¢q
ve # = 0 olmak tizere
~ 7711
In(z) = In,(z) = T (3.0.24)
—q

kullanildiginda, Tsallis entropisi;

5 - (Zhr® -1

) (3.0.25)
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olarak yazilabilir.

Tsallis termoistatistigi genellegtirilmis bir istatistik teoridir ve bu teorinin

ozellikleri su sekilde siralanabilir.
e Her keyfi {p;} kiimesi ve ¢ parametresinin her degeri i¢in S, > 0 ’dur.

e Her i degeri i¢in p; = 1/W oldugunda,

5 (=1
q 1_q

)

ifadesi ¢ > Oi¢in maksimum, ¢ < 0 i¢in minimum degerini alir.

e Sistemin termodinamik kararhligimi (Ramshaw, 1995) garanti edecek

sekilde, tiim {p;} ler i¢in ¢ > 0 iken S, konkav, ¢ < 0 iken S, konvekstir.

08,
e H teoremi: (Mariz, 1992) 8—; ifadesi, ¢ > 0 i¢in pozitif, ¢ = 0 icin sifir

ve ¢ < 0 i¢in negatif olur. Burada ¢ zamandir.

e A ve B birbirinden bagimsiz iki sistem olmak tizere (pf;-UB = pfpf ) Sy

agsagidaki toplanabilirlik kuralina uyar (Curado ve Tsallis, 1991).

SAUB SA SB SA SB
- 7 4 7 1 (1-¢q)-LL 0.2
2 A + 2 +(1—gq) e & (3.0.26)
Bu bagintida;
SPpUB = S+ SB, (g=1) ise toplanabilirdir (yani ektensiftir).

SPHUB < S+ 5B, (g >1) ise alt toplanabilirdir.
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Alt toplanabilir: tiim sistemin entropisinin, sistemi olusturan parcaciklarin

entropilerinin toplamindan kiiciik oldugunu gosterir.
SHUB > S+ 5B, (g <1) ise stiper toplanabilirdir.

Siiper toplanabilir: tiim sistemin entropisinin sistemi olugturan parcaciklarin
entropilerinin toplamindan biiyiik oldugunu gosterir. Bu durumda ¢ entropi

indisine sistemin nonextensifliginin bir ol¢iisii olarak bakabiliriz.

e W tane mikrohal, W, ve W, mikrohallerine sahip iki tane a ve b alt
kiimelerine ayrihirsa bunlara karsihk gelen olasihiklar pi,po,...,pw,., ve
PWas1> PWyias - Pw  Olarak yazlabilir. Boyle bir sistem icin asagidaki

toplanabilirlik kural gecerlidir.

4 Pw, Pw, p
Sq(ph 7pW> - Sl(pa7pb> +p§Sq(_7 ) l) +pgsq( = PREES) _W)
Pa DPa Do Db

S, entropisi;
W

sz‘zl

i=1

ZL pie1 (3)
W  q - Uq
Zi:l p;

bag kosullar1 altinda elde edilen dagilim fonksiyonu;

o =1 —q)be— U S @)=
b, = (1(3)

(3.0.27)
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burada fé) ifadesi entropi indisi iceren ve sistemin enerjisi i¢in 3. sec¢im

kullanilarak ortaya cikarilmig sistemin partisyon fonksiyonudur.

£ =20 - Q-8 - UP eI o

Sistemin enerji ifadesi i¢in kullanilan ilk iki se¢im su sekildedir.

w

i=1

w
> pley=UP (3.0.30)
=1

Ik iki secim son yillarda bircok farkli sisteme uygulanmigtir (Curado ve
Tsallis, 1991). Ornegin ortalama enerji icin ilk secim diizensiz Levy siiperpozisyonu
gibi diizensiz sistemlerin seri matematik zorluklarini ele almak i¢in uygundur.
Ikinci se¢im ilk olarak (Tsallis, 1988) hesapladi ve ondan sonra yogun olarak
cahisildr ve kullanildi. Tlk iki secimin dezavantaji, olasihik teorisine uymamasidir.
Yani ilk iki se¢im ayr1 ayr1 kullanilarak ve 1. bag kosulu ile elde edilen dagilim
fonksiyonu olasilik teorisine gore olmasi gereken normalizasyon sartini saglamaz.
Fakat 3. segim en iyi yaklagimdir ve kullamlmasi ile elde edilen (3.0.27) numaral
denklemdeki dagilim fonksiyonu 1’ e normalizedir. Bu sec¢im en iyi yaklasim
olarak fiziksel sistemleri tanimlamada kullanilir ve Tsallis-Mendes-Plastino se¢imi
olarak adlandirilir (Tsallis ve diger., 2000). Bu se¢im kullanilarak herhangi bir

gozlenebilirligin normalize olmusg ¢ * ya bagh beklenen degeri;

W 1A,
A, = Zvlv—pq = (A (3.0.31)
> im1 P

seklindedir. Burada A; hamiltonyen ile komiit olan herhangi bir gozlenebilir

niceligi gosterir.



BOLUM DORT
TSALLIS ENTROPI ESITSIZLIGI

1975 yilinda Bialynicki-Birula ve Mycielski (Bialynicki-Birula ve Mycielski,
1975), Sobolev esitsizliginden yararlanarak momentum ve konumdaki olasilik

yogunluklarimi  Shannon-von Neumann entropisi ile iligkilendirmislerdir.

1 1
— 4+ — = 1 alinarak Sobolev esitsizligi konum uzayindaki dalga fonksiyonu

b1 41 ~
(¢ € LP') ve onun Fourier transformu (1) € L%) arasinda iligki kurar (Rajagopal,

1995). Bu iligki agagida gosterildigi gibidir;

14 = ( / I | () POV (0 = uzay boyutu) (4.0.32)
D(k) = W / a1 (r)eap(—ikr) (4.0.33)
1 = ( / ar | (k) o) (4.0.34)

Sobolev esitsizligi (Bialynicki-Birula ve Mycielski, 1975);

kv an) 1|9 1o =1 0 [l (4.0.35)

ifadesiyle verilir. Burada k sabiti ¢; ve p; in fonksiyonu olup

27 27
k(pr, q) = (=)™ (== )"/*» (4.0.36)
a1 D1

seklindedir. Gortldigi gibi Sobolev esitsizligi dalga fonksiyonun reel degeri

ile onun Fourier uzayindaki degeri arasindaki iligkisinini tanimlar.
Maassen and Uffink (Maassen ve Uffink, 1988), BBM esitsizligini

genellegtirmek igin denklem (4.0.36) de verilen Hausdorff-Young (Reed ve Simon,

1975) formunu, k(py, q1) = (27)"®1 =% /2 denklemini kullanarak dikkate aldilar.

19
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Bunun i¢in agagida verilen yeni bir 6l¢iim birimi geligtirdiler.
M, (P) = ( / dz[P(z)]")Yr (4.0.37)

Denklem (4.0.37) de r = 0 almrsa, denklem Shannon-von Neumann
entropisine dontisgiir. Shannon-von Neumann entropisi 6zellikle ektensif sistemlere
uygulanmak igin dizayn edilmistir. Bunun ektensif olmayan sistemlere

uygulanmasi Tsallis tarafindan onerilmistir. Tsallis entropinin yeni formilint;

1

Si(P) = 7—(1 - / 4z P(x)]7) (4.0.38)

denklemi ile ifade etmistir. Burada nonextensivite derecesini gosteren

entropi indeksi ¢ reel sayidir. ¢ — 1 iken nonextensive entropisi,

51-1(P) =~ [ dap(o)np(a)

ile verilen konum uzayindaki Shannon bilgi entropisine doniigtir.

Asagida verilen denklem yardimi ile Maassen and Uffink oOl¢iimii Tsallis

entropisi ile iligkilendirilebilir.

Sq(P) = —q[l —(1—qg)InM,1(P)] 0<¢g<o0 (4.0.39)

Kuantum mekaniginde, konum uzaymda olasilik yogunlugu | (r) |2,
momentum uzayinda ise olasilik yogunlugu | ¢(k) |? seklindedir. p; = 2p, 1 = 2q
olarak secilirse Sobolev normlart — + — = 2 haline gelir. Bunlar1 (4.0.32) ve
(4.0.34) denklemlerinde kullamrsszl, qualllis’ in 6nerdigi konum ve momentum

entropilerini;
1

S,0) = (1= [ () ) (4.0.40)
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1 -
Su(P) = —(1= [ @k | G0y P (1041
olarak elde ederiz. Bunlardan faydalanarak denklem (4.0.36)" i tekrar diizenlersek

Tsallis entropisine uygun entropi belirsizlik esitsizligini;

1+ (1= q)S,(P)]"/ < <§>”/4q<§>-"/4pu + (1= p)S,(X)Y> (4.0.42)
seklinde elde ederiz. Bu denklemde p ve ¢ ic¢in limit alirsak;
n(l+Inm) < S(X)+ S(P) (4.0.43)

ile verilen BBM egitsizligini elde ederiz.



BOLUM BES
POSCHL-TELLER POTANSIYELI ICIN
SCHRODINGER DENKLEMININ COZUMU

Bu bolimde Poschl-Teller potansiyeli igin Schrodinger denklemini

¢ozerek bu potansiyele kars: gelen dalga fonksiyonunu elde edecegiz. Poschl-Teller

potansiyeli
Ver(X) = Yo (5.0.44)
PR = cosh?(%) o
seklinde wverilir.  Simdi Po6schl-Teller potansiyeli i¢in 6zdegerleri bulalim.
Poschl-Teller potansiyeli i¢in Schrodinger denklemi
h d? Vo
— = |- —— =0 5.0.45
2u da? [ coshQ(E)]w(I) ( )

ifadesiyle verilir. Bu denklemin ¢oziimii pek cok aragtirmaci tarafindan farkh
yollar izlenerek yapilmigtir (Arias ve diger., 2004; Poschl ve Teller, 1933).
Denklemi ¢ozebilmek icin agagidaki degisken degigtirme islemleri yapilarak

fonksiyon ¢oziimii bilinen bir fonksiyona dontigtiiriilebilir.

0(2) = (cosh2(Z)) 2 A= (/3N

; . Tl (5.0.46)

Bu ifadeleri (5.0.45) denkleminde yerine yazarsak,
—— — —tanh~— + —(\* — k*)u =0 (5.0.47)

ukEa?

denklemini elde ederiz. Bu denklemde x = 57,2

seklindedir.
Boylece denklem u nun bir fonksiyonuna dontistiirildi. Bagh hal igin £ < 0
ve a > 0 yeni bagimsiz degisken z olmak iizere, z = sinh(?) yazilarak denklem,

Pu 1 d
2(1— z)d—;: +l5-(- QW]CT: + (2= k)u=0 (5.0.48)

haline dontstr. (5.0.48) ifadesi hipergeometrik diferansiyel denklemdir.

22
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Hipergeometrik diferensiyel denklemi i¢in form,

z(l—z)Mqth— (a—l—ﬁ%—l)z]fl—z

T +afu =0 (5.0.49)

seklindedir. (5.0.49) denkleminden;

1 1 1
E, = —D—l—hw((n—|—§) — Z(n+§)) (5050)
_ ! — = A — k-
7_57 a=K—A, ﬁ__l'i_

degerlerini yazilabiliriz. Hipergeometrik denklem i¢in ¢oziimler,

up =F(=A+Kr,—\— /{,E;Z) (5.0.51)

1 13
UQZF(—/\+/£+§,—)\—/1+§,§;z)\/§ (5.0.52)
bigimindedir. Bu ¢oziimler x = 0’ da (z = 0’ da) sonlu degerler verir.

1 = (cosh f)*”‘, xr — +00’ da sifira gidebilmesi i¢in yukaridaki hipergeometrik
fonksiyonlarin polinomlara doniigmesi gerekir. A\ — x > 0 ve A\ + £ > 0 olmasi
gerekir. Bu duruma ikinci ¢oziim uygun degildir. Bu durumda birinci ¢éziim

A — k>0 ahmr (k=0,1,2,...). Buradan u; igin ¢6ziim;

n? 1 [8uVha? 1.,
By =24/ 12—~ 5.0.53
o\ e T3 (5.053)

seklinde bulunur. uy ¢ozlimiiniin x — 400’ da sonlu kalabilmesi i¢in A —x — % =0

(l=0,1,2,...) alinarak us igin ¢6ziim;

h? 1 [8uVha? 1
E,=— —4/ 1—220+1)—=]? .0.54

olarak bulunur. (5.0.53) ve (5.0.54) denklemlerinin ¢éziimleri birlestirilerek enerji




spektrumu ve dalga fonksiyonunu;

h? 1 [8uVha? 1 1
E, =— — 1-2 ) — =]? =0,1,2,...
2W2[2\/ e (n+3) =35 n=01L2

1 Ty\a-1 z
v = \/ AR A Ay )T )

seklinde elde ederiz.

24
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BOLUM ALTI
SONUC

6.1 Poschl-Teller Potansiyeli igin Entropik Esitsizlik

Poschl-Teller potansiyeline kars: gelen dalga fonksiyonunu bolim 5’ te

1 T T
Y(x) = sech(=))* ! tanh(%)
D=\ aEEA =T am o )T G
seklinde elde etmistik. Bu boliimdeki amacimiz bu dalga fonksiyonun
Tsallis entropi egitsizligini saglayip saglamadigini gostermektir.  Dordiincii

boliimde Tsallis entropi esitsizligi ifadesinin

™ ™

[1+ (1= q)Sy(P))/21 < (=)™

. pY””U+(1—M&&XW”p

seklinde yazilabilecegini ifade etmistik.  Burada oncelikle (5.0.56) dalga
fonksiyonunu kullanarak S,(P) ve S,(X) entropi fonksiyonlarmi hesaplamak
gerekir. Bu iglemi Mathematica paket programi kullanarak gerceklestirdik.
Kullandigimiz mathematica kodu ek de verilmistir. Mathematica paket
programindan elde ettigimiz sonuclar agagida bir tabloda verilmisgtir. Bu tabloda
goriildiigti gibi farkli ¢, A ve p degerleri icin esitsizlik tekrar tekrar ¢oziilerek
sonuclar elde edilmigtir. Bu tabloda gosterilen sonuclardan da anlasildigi gibi
Péschl-Teller potansiyeline karst gelen (5.0.56) dalga fonksiyonunu Tsallis entropi
egitsizligini saglamaktadir. Aym zamanda farkli parametreler i¢in bu esitsizlik

saglanmaya devam etmektedir.

25



Tablo 6.1 Poschl-Teller potansiyeline kargi gelen dalga fonksiyonu i¢in
Tsallis esitsizligi sonuclari.

A q D Sq(P) Sp(X)  Tsallis Entropi Esitsizligi
2 5/7 5/3 0486715 3.34351 0.888988 < 1.047222
3 5/7 5/3 0.686604 2.51685 0.832439 < 0.956979
4 5/7 5/3 0.785095 2.11394 0.800658 < 0.911658
5 5/7 5/3 0.848609 1.85543 0.778622 < 0.882065
6 5/7 5/3 0.894266 1.66798 0.761831 < 0.860337
7 5/7 5/3 0.929332 1.52224 0.748322 < (0.843282
8 5/7 5/3 0.957485 1.40374 0.737049 < 0.829304
9 5/7 5/3 0.980801 1.30431 0.727399 < 0.817497
10 5/7 5/3 1.000577 1.21893 0.718978 < 0.807299
2 3/4 3/2 0.528497 3.16128 0.902777 < 1.034687
3 3/4 3/2 0.750036 2.40212 0.854988 < 0.960195
4 3/4 3/2 0.865449 2.02692 0.827811 < 0.922304
5 3/4 3/2 1.78418 0.94166 0.808844 < 0.897377
6 3/4 3/2 0.99736 1.60713 0.794325 < 0.878963
7 3/4 3/2 1.04139 1.46886 0.782599 < 0.864454
8 3/4 3/2 1.07777 1.35602 0.772781 < 0.852521
9 3/4 3/2 1.10686 1.26105 0.764357 < 0.842414
10 3/4 3/2 1.10686 1.17929 0.756987 < 0.833662
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EK

Tsallis Entropi Esitsizliginin Poschl-Teller Potansiyeline Uygulandig:
Mathematica Paket Programa :

>k sk sk sk okosk sk sk sk sk sk skosk sk skosk sk skosk skoskeosk skoske sk skosk sk skosk skoskeosk skoske sk sk sk sk skosk sk skosk skosk sk skoske sk skoskoskoskosk skoskoskoskoskoskoskok ks
ClearAll;Clear[\,c,p,q,x,k,Spos,Smom,®, ¥, p, o,D1,D2];
S 3., _3
Aaq__17p'_’z

1 T
U= Sech[Z])* " Tanh
2 % (Beta[3, A — 1] — Betal[3, \]) * (Sec [2]) anh|

p =V x Conjugate|[V];

Do

[\.')L‘&

d=FourierTransform[V, x, k];

o = & x Conjugate[P];

Spos= ( =) * [1 = N[NIntegrate[p?, x,—100, 0, 100])]);
-45) * [1 = N[NIntegrate[o®, k, —100,0, 100])]);
DI=(1+(1—p)x* Smom)ﬁlp

DQZ(ﬁ)fm * (3%)@ % (1+ (1 — q) x Spos)2+a;
Print["A ="; AJ;

Smom=(

Print[” Tsallis Position Entropy = ", Spos];

Print[” Left=",D1];
Print[”Right="D2];
Print[———"],

A, 2,10]
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[
[
Print[” Tsallis Momentum Entropy = 7, Smom];
[
[





