T.C.

DOKUZ EYLUL UNIiVERSITESI
SOSYAL BIiLIMLER ENSTIiTUSU
EKONOMETRI ANABILiM DALI

EKONOMETRI PROGRAMI
YUKSEK LISANS TEZi

PEARSON DAGILIS AILESININ GUVENILIRLIK ANALIZINDE
KULLANILMASI UZERINE BiR CALISMA

Mustafa UNLU

Danisman

Doc.Dr. Ali Kemal SEHIRLIOGLU

iZMiR-2013



YUKSEK LISANS

TEZ/ PROJE ONAY SAYFASI
. ) 2011800198
Universite : Dokuz Eylal Universitesi
Enstitii : Sosyal Bilimler Enstitasi
Adi ve Soyad: : MUSTAFA UNLU
Tez Baghg : Pearson Dagihs Ailesinin Guvenirlilik Analizinde Kullaniimas: Uzerine Bir
Arastirma
Savunma Tarihi : 14.08.2013
Danigmam : Doc.Dr.Ali Kemal SEHIRLIOGLU
JURI OYELERI
Unvani, Adi, Soyadi Universitesi - Imza

Dog.Dr.Ali Kemal SEHIRLIOGLU DOKUZ EYLUL UNIVERSITESI

.....................................

Do¢.Dr.Cenk OZLER DOKUZ EYLUL UNIVERSITES!  errcrmcnsncssiens
Yrd.Dog.Dr.Ali Riza FIRUZAN DOKUZ EYLUL UNiVERSITEéI e
Oybirligi

()
Oy Coklugu ( )

MUSTAFA UNLU tarafindan hazirlanmis ve sunulmus "Pearson Dagihs Ailesinin Giivenirlilik
Analizinde Kullanilmasi Uzerine Bir Aragtirma” baglikl Tezi( ) / Projesi( ) kabul edilmigtir.

Prof.Dr. Utku UTKULU
Enstitii Midiiri




YEMIN METNi
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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
Pearson Dagilis Ailesinin Giivenilirlik Analizinde Kullanilmasi Uzerine Bir
Calisma
Mustafa UNLU

Dokuz Eyliil Universitesi
Sosyal Bilimler Enstitiisii
Ekonometri Anabilim Dah

Ekonometri Programi

Giinliikk hayatimizda kullandigimiz tiim iiriinler veya sistemler zaman
icinde yipranmakta ve bunun sonucunda da bozulmaktadir. Ureticiler
acisindan bu olas1 yipranma ve bozulmalarin sebeplerinin 6nceden bilinmesi
hayati 6nem tasimaktadir. Bu bakis acisiyla iiriinlerin potansiyel yasamlarinin
belirlenmesi amacina yonelik giivenilirlik analizi calismalar1 yapilmaktadir.
Yapilan bu calismalar kapsaminda iiriinler belirli cevre kosullar1 altinda bazi
testlere tabi tutulup elde edilen hata siireleri incelenmektedir. Boylece iiriinlerin
beklenen yasam siireleri ve dolayisiyla tiiketici beklentilerini karsilayip
karsilamadiklar: belirlenmektedir.

Giivenilirlik analizinin temelinde hata siirelerinin dagilim vardir.
Uygun dagihim belirlenirken c¢esitli istatistiksel araclardan yararlanilabilir.
Giivenilirlik analizinde genellikle kiimiilatif dagilim fonksiyonu, giivenilirlik
fonksiyonu, hazard fonksiyonu, ortamla artik yasam fonksiyonu ve artik yasam
varyanst bu daglimi belirlemede kullanilan en yaygin araclardir. Aymi
zamanda hata dagilislar1 bu fonksiyonlar arasindaki iliskilerden yararlanilarak
karakterize edilebilmektedir.

Pearson diferansiyel denklem sistemi, giivenilirlik analizinde kullanilan
bircok dagihisi icerisinde barindirmaktadir. Bu nedenle giivenilirlik analizinde
onemli bir yeri vardir. Bu ¢calismada Pearson diferansiyel denklem sisteminin,
asimetrik dagihm tiireten kiibik paydah bir yapisi ele alinacaktir. Daha sonra

bu yapi icin kosullu momentler ile asimetri dlciileri incelenecektir.



Anahtar Kelimeler: Giivenilirlik Analizi, Pearson Diferansiyel Denklem Sistemi,

Kosullu Momentler



ABSTRACT
Master’s Thesis
A Study Based On Using Pearson Distribution Family On Reliability Analysis
Mustafa UNLU

Dokuz Eyliil University
Graduate School of Social Sciences
Department of Econometrics

Econometrics Program

In everyday life, prodcucts or systems that we use, wearing out day by
day and this situation causes fails of protucts and systems. It is very important
for manufacturers to forecast this kind of fails. With that perspective reliability
analysis is carried out to determine the potential lifetime of products. As a part
of this analysis, products are tests under specific environmental conditions and
their test results are examines to determine the products failure time. By this
way, products lifetime and whether they are meeting of customer expectations
or not can be determined.

Failure time’s distribution is the basis of the reliability analysis. While
choosing the proper distribution, some statistical tools can be used. Cumulative
distribution, reliability function, hazard function, mean residual life, variance
residual life are the most common tools to determine proper distribution in
reliability analysis. By the way failure distributions can be characterized by
using relations between these functions.

Pearson Differantial Equation System includes many distributions which
are also used in reliability analysis commonly. Because of this reason it has a
very important place in reliability analysis. In this study, Pearson Differantial
Equation System's cubic denominator structure which derives asymmetric
distribution will be handled. Then asymmetry measures will be examined by
using conditional moments for that structure.

Keywords: Reliability Analysis, Pearson Differantial Equation System,

Conditional Moment
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GIRIS

Giivenilirlik, belirli bir zaman araliginda, belirlenmis kosullar altinda bir
fonksiyonun hatasiz ¢alisma olasiligidir. Bu tanimda vurgulanan bes bilesen
bulunmaktadir. Bunlar;

e Olasilik: Gtvenilirlik hatasiz ¢alisma olasiligidir. Bu yiizden sifir ile bir
arasinda deger almaktadir.

e Hata: Bir bilesenin ya da sistemin hatali ¢alisip calismadigi, bunlardan
beklenen performansa baglidir.

e Fonksiyon: Giivenilirligi incelenen cihazin hatalarmin dagilimi belirli bir
fonksiyona uymaktadir.

e Kosullar: Her cihazin kendine 6zgli cevresel calisma kosullar1 vardir.

Cihazlarin bu kosullar altinda hatasiz ¢alismasi beklenir.

e Zaman: Bir cihazin giivenilirliginden bahsedebilmemiz i¢in belirli bir zaman
aralig1 tanimlamamiz gerekir. Bu kural yalnizca araglardaki hava yastiklari

gibi bir kez ¢alisan cihazlar igin goz ard1 edilebilir.(Wasserman, 2002: 2)

Gergek hayatta hicbir {iriin ya da sistem giivenilir degildir. Cilinkii zamanla
birlikte asinmalar meydana gelmekte ve bu da nihai olarak hataya yol agmaktadir.
Bahsedilen hatalarin rassal olarak meydana gelmesi sebebiyle giivenilirlik olasiliksal
bir ¢ercevede degerlendirilmelidir.

Giivenilirlik analizinde, hatalarin dagilislarini karakterize etmek ve bdylece
uygun dagilislar1 tanimlamak amaciyla hata orani, ortalama artik yasam ve
dayaniklilik fonksiyonu gibi araglar gelistirilmistir. Boylece arastirmaci hatalar1 bu
fonksiyonlar cinsinden ifade ederek model tanimlanmasi probleminin {istesinden
gelmis olmaktadir.(Sindu T.K, 2002: 1)

Normal dagilis, 19.yy’da tiim istatistiksel analizler i¢in ¢ok 6nemli bir rol
oynamistir. Cogu teorik calismalarda dagilisin normal oldugu ya da normale yakin
oldugu varsayillmistir. Fakat gergek hayattaki verilere uygun bir dagilis bulma istegi
ortaya ¢iktiginda, verilerin normal dagilimdan oldukga farkli karakteristikleri oldugu
fark edilmistir. Boylece 20.yy’in baslarinda normal olmayan egriler kullanilmaya
baslanmistir. Karl Pearson bu tarz dagilislar1 tamimlamak igin iistel, gama, beta,

weibull vb. giivenilirlik analizinde sik¢a kullanilan birgok énemli olasilik modelini



iceren diferansiyel denklem sistemi olusturmustur. Bu 06zelligi sebebiyle Pearson
diferansiyel denklemleri giivenilirlik analizi ¢alismalarinda sik¢a kullanilmistir.
(Unnikrishnan ve Sankaran, 1991; Glanzel, 1991; Sindu, 2002; Osaki ve Li, 1988;
Unnikrishnan ve Sankaran, 1998; Asadi 1998; Unnikrishnan ve digerleri, 2003;
Shakil ve digerleri, 2010; Glanzel ve digerleri, 1984; Kotz, 1974; Papathanasiou,
1995; Navarro ve digerleri, 1998). Bu calismalarda kuadratik paydali klasik Pearson
diferansiyel denklemi kullanilarak farkli bakis agilariyla diferansiyel denklemin
¢oziimleri bulunmustur. Unnikrishnan ve Sankaran, diferansiyel denklemi,
giivenilirlik fonksiyonu tanimindan yararlanarak karakterize etmisler ve bdylece
giivenilirlik analizinde kullanilan giivenilirlik fonksiyonu, canlilik fonksiyonu ve
hazard fonksiyonlariyla diferansiyel denklem arasindaki iliskiyi ortaya ¢ikarmislardir
(Unnikrishnan ve Sankaran, 1991). Glanzel, ayni diferansiyel denklem sistemi i¢in
kosullu momentler ile Pearson Dagilis Ailesi i¢in bir karakterizasyon Onermistir
(Glanzel, 1991)

Giivenilirlik analizinde kullanilan dagilislar genellikle asimetrik dagilislardir.
Bahsedilen tipteki dagilislar incelenirken, asimetri dlgiileri de goz oniine alinmalidir.
Yukarida bahsedilen ¢alismalarda Pearson Diferansiyel Denklem Sistemi, kuadratik
paydali yapisiyla ele alinmis ve bahsedilen asimetri dlgiileri degerlendirilmemistir.
Bu calismada Pearson diferansiyel denklemi, asimetrik dagiliglar tiireten kiibik
paydali formuyla ele alinacaktir. Elde edilen yeni form hem Glanzel’in hem de
Unnikrishnan ve Sankaran’in 6nerdigi yontemler kullanilarak karakterize edilecektir.
Yapilan islemler sonucunda da tiglincii kosullu moment elde edilerek, kiibik paydali

diferansiyel denklem formuna uygun bir dagilis i¢in asimetri 6lgiileri bulunacaktir.



BIiRINCi BOLUM
GUVENILIRLIK ANALIZINDE KULLANILAN BAZI FONKSiYONLAR

1.1 GIRIS

T, [0,00) araliginda taniml siirekli bir degisken olmak iizere, f(t) bir bilesenin
hata siireleri dagilimimin olasilik yogunluk fonksiyonudur. Bu boliimde fonksiyonlar

bu varsayim tiizerine incelenecektir.
1.2 KUMULATIF DAGILIM FONKSiYONU

F(t) kiimiilatif dagilim fonksiyonu (CDF) olmak iizere;

t
F()=P(T<t) = ff(x)dx, t>0
0

b
Pla<T<b]= jf(x)dx

Boylece F(t), (0,t] araliginda bir bilesenin hata vermesi olasiligini
gostermektedir. Olasilik yogunluk fonksiyonu f(t) su sekilde tanimlanmustir:

F(t+A4t) —F(t) y P(t<T<t+At)
At = Aok At

0 =5 © = Jm,
(0,0) araliginda tanimli siirekli bir degisken icin sekil 1.1°de olasilik
yogunluk fonksiyonu ve kiimiilatif dagilim fonksiyonu arasindaki iliski
gosterilmistir. Bu sekil incelendiginde kiimiilatif dagilim fonksiyonunun degerinin O

ile 1 arasinda degistigi, baslangi¢ noktasinda 0 degerini aldig1 ve sonsuza dogru

gidildiginde 1’e yaklastig1 goriilmektedir.



Sekil 1: Olasilik Yogunluk Fonksiyonu f(t) ve Kiimiilatif Dagilim Fonksiyonu F(t)

Zaman (t)

Kaynak: Rausand ve Hoyland, 2004: 17

1.3 GUVENILIRLIK FONKSiYONU

Bir bilesenin t zamanina kadar hayatta kalma olasiligin1 gosteren giivenilirlik

fonksiyonu (RF) su sekilde tanimlanmustir;
R(t)=P(TZt)=ff(x)dx, t>0
t

Sekil 2: Giivenilirlik Fonksiyonu

1.0

0,0 T T T
00 a5 1,0 1.5 20

Zaman (t)
Kaynak: Rausand ve Hoyland, 2004: 17
Sekil 2°de giivenilirlik fonksiyonunun tanimi geregi O ile 1 arasinda deger
aldig1, baglangi¢c noktasinda degeri 1 iken sonsuza dogru ilerledik¢ce degerinin 0’a

yaklastig1 goriilmektedir. Buna gore incelenen bir iiriiniin hayatta kalma olasiliginin



baslangigta yiiksek bir degerken zaman ilerledik¢e bu olasiligin azalarak 0 oldugu
sOylenebilir.

Ayni zamanda bu fonksiyon;

R(t)=1-F(t) = I—Jf(x)dx

Sekil 3: Giivenilirlik Fonksiyonu ve Kiimiilatif Dagilim Fonksiyonu

ftt)

F(t) Rt)

¥

Kaynak: Rausand ve Hoyland, 2004: 17

Sekil 3’te hata siirelerinin dagilimi f(t) i¢in kiimiilatif dagilim fonksiyonu ve
giivenilirlik fonksiyonunun iliskisi gosterilmistir. Buna gore herhangi bir t zamani
i¢cin bu noktanin saginda egrinin altinda kalan alan giivenililirligi, solunda kalan alan
ise hatay1 gostermektedir.

Bu fonksiyon ayni zamanda hayatta kalim (survivor) fonksiyonu olarak da

adlandirilmaktadir. Olasilik yogunluk fonksiyonu ile arasindaki iliski su sekildedir;

d d
fO) =-— RO =—F()

R (t) monoton azalan siirekli bir fonksiyondur. R(0) = 1 ve
R(©) = lim;_,,, R(t) = 0’dir. (Wasserman G.S, 2002: 2)



1.4 HAZARD FONKSIYONU

Yasam dagilislart i¢in Oonemli bir karakteristiktir. t zamaninda calisan bir
tirtiniin (t, t + At] araliginda hata vermesi olasiligi;
Pt<T<t+A4t) F(t+A4t)—F()
P(T >t) R(t)

Pt<T<t+At|T>t) =

At = 0 olmak lizere, bu olasilig1 zaman araligin1 At’ye boldiigiimiizde hazard

fonksiyonu;
Pt<T<t+At|T >t
h(t) = lim ( | )
At—0 At
Y F(t+A4t)—F(t) 1 _f@®
= 4t%0 At R(t) R(b)

(Rausand ve Hoyland, 2004: 17)
Hazard fonksiyonu ayn1 zamanda su sekilde de ifade edilebilir;

d
£ = =—=R(®)

Olmak tizere,

_dR(D)
hO = 7G5
t t dR(t)
h(t)dt = — | =L dt = —nR(t)
[rom=-] =

Olur. Boylece;
t
R(t) = exp —Jh(t)dt
(0]

(Wasserman G.S, 2002: 2)



Sekil 4: /=1 Degeri Icin Weibull Dagiliminin Hazard Fonksiyonu

16

14r

12t

1 -

h(t) 0at

06}
04t

02r

=] =1
.. n=05
- =3

Kaynak: Rausand ve Hoyland, 2004: 17

Sekil 4’te Weibull dagilimi1 gosteren bir siirekli degisken ele alinmus, farkli

sekil parametresi degerleri i¢in bu degiskenin hazard fonksiyonlar1 gosterilmistir.

Tablo 1: f(t),F(t),R(t) ve h(t) Arasindaki iliski

F(t) f@® R(t) h(t)
- t t
F(t) = 0ff(X)dx 1- R 1-— exp(—ofh(x)dx)
dF(t) - t
f) = dt ~ dR(¢) h(t).exp(— f h(x)dx)
dt 0
s t
R() = 1—F() tf fldx ) exp(— Of h(x)dx)
ar () f(® d
—dt =~ ——InR(t)
h(t) = 1_d—1§(t) J; f(x)dx dt " ]

Kaynak: Rausand ve Hoyland, 2004: 20



1.5 HATAYA KADAR GECEN ORTALAMA SURE

Hataya kadar gegen ortalama siire popiilasyonun beklenen degeridir. Bir

bilesenin ortalama hata zamani su sekilde tanimlanir;

o0

E(T)=u= f tf (t)dt
0

Kismi integral ile

o0

= {—tR(t)l%o}+JR(t)dt

0

U < oove —tR(t)|5 = 0 olmak iizere bu ifade;

0

,usz(t)dt

0
(Rausand ve Hoyland, 2004: 17)

1.6 ORTALAMA ARTIK YASAM FONKSiYONU

Herhangi bir t zamanina kadar hayatta kalmig bir bilesenin kalan ortalama
yasamini belirten bir fonksiyondur. ¢, (0, L) araliginda tanimli siirekli bir degisken
olmak iizere, t = 0 zamaninda ¢aligmaya baslayip t zamaninda hala ¢alisiyor olan

bir bilesenin bir sonraki x zamaninda ¢alistyor olmasi olasiligi;
PT>x+t) R(x+1)
P(T>t)  R(t)

Rx|t) =P(T>x+t|T>t)=

t zamanindaki ortalama artik yagam fonksiyonu ise;

r@®) = E(X —t|X = t)

0 [e¢]

1
r(t) = J R(x|t)dx = m[ R(x)dx
t

0

Burada t = 0 olmas1 durumunda;

r(O)—ml‘R(x) X=u

(Rausand ve Hoyland, 2004: 17)

Bu fonksiyonun diger bazi fonksiyonlarla olan iligkisi su sekildedir;



m@=1%%9

ve

0 g d
R(t) =%exp [—fr(—;c)

Ortalama artik yasam fonksiyonunun bazi 6zellikleri sunlardir;
1) r(t)=0
2) r(0) =E(T)
3) r'(t) = -1
4) | Ot dx/r(x) iraksak olmalidir.
(Sankaran, 1992: 7; Sindu, 2002: 6)

1.7 CANLILIK (VITALITY) FONKSIYONU

Herhangi bir t zamanina kadar hayatta kalmis bir bilesenin kalan beklenen
Omriinii tanimlar. t (0, L) araliginda taniml siirekli bir degisken olmak {izere,

m(t) = E(X|X > t)

— 1 r d

Bu fonksiyonun diger bazi fonksiyonlarla olan iliskisi su sekildedir;
m(t) =r(t) +t
m'(t) = r(t)h(t)
Vitality fonksiyonunun bazi 6zellikleri sunlardir;
1) (—oo,L) araliginda m(t) azalmayan, sagdan siirekli bir fonksiyondur.
2) Tim t <L iginm(t) >t
3) lim;,;-m(t) =L
4) lim;,_, m(t) = E(T)
(Sankaran, 1992: 11; Sindu, 2002: 7)



1.8 ARTIK YASAM VARYANSI

Belirli bir t zamanma kadar hayatta kalmis bir bilesenin kalan Omriiniin
varyansini belirtir. Glivenilirlik fonksiyonu R(t) olan ve negatif olmayan siirekli bir
degisken i¢in artik yasam varyansi su sekildedir;

Vi) =VX —-t|lX>1t)
= E[(X — t)?|X > t] — r?%(t)

Ayn1 zamanda;
V(t) = if r(x)R(x)dx — r2(¢)
R

av(t)
TR OILORELO)

(Sankaran, 1992: 13; Sindu, 2002: 8)

10



IKINCI BOLUM
PEARSON DAGILIS AILESI

2.1 GIRIS

Istatistikler, tekrar sayilari veya bir olaym olusum frekanslar1 seklinde
diizenlendiginde elde edilen bu diizenlemeye frekans dagilimi adi verilir. Bu tipteki
dagilimlar1 tanimlamakta kullanilan formiiliin adi “frekans egrisi”dir. Bazi
dagilimlar, bagimsiz degiskenin belirli degerler grubunun igine diisen durumlarin
sayisin1 vermekle birlikte, bazilar1 bagimsiz degiskenin tam degerine karsilik gelen
durumlarin sayisini verir. Bagimsiz degiskenin tam degerinin tekrar sayisin1 grafiksel
gosterimi frekans poligonu digerininki ise histogram adim1 alir. Histogramlarla
yapilan ¢alismalarda incelenen 6rnek sayisi artirilip sinif araliklart azaltildikga blok
diyagramin keskin hatlar1 yaumusar. Elde edilen bu durum gercek dagilim egrisi i¢in
daha iyi bir gdsterimdir. Baska bir deyisle bu tiir egriler, 6rnek bilgisinden hareketle
ana kiitleyi tamimlamak icin gerceklestirilen bir yaklasimdir. Baz1 6nemli kesikli
dagilimlar (poisson, binom, hirpergeometrik),

fa—fi_ G-
fi by + byj + byj?

iligkisini saglamaktadir. Eger bu degisken uzunlugu h olan bir aralikta tanimli ve
katsayilar uygun bir sekilde yeniden 6lgeklenmis ise, yukaridaki esitliginin h—0 i¢in
limiti,

1df(x) xX—a

f dx by + bix + byx?
diferansiyel denklemini verir. Bu denklem Pearson dagilis ailesinin denklemidir.
(Pearson, 1916: 178)

2.2 PEARSON DIFERANSIYEL DENKLEMIi

Teorik yogunluk fonksiyonu f(x) olsun. Pearson sistemini f(x)’in bir
diferansiyel denklemi seklinde olusturulmustur. Bu denklem,
df (x) (x—a)f(x)
dx bg + by X + by x?

(2.1)
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seklindedir ve hipergeometrik dagilimin limitinden elde edilmistir (Elderton, 1953:
9). Alternatif yaklasim asagida agiklanmistir.

Genellikle gozlenmis dagilimlarin  biiyilk bir kismi tek modludur.
Diferansiyel denklem en fazla bir koke sahiptir, df(x)/dx=0 durumu sadece x=a i¢in
olusur. Eger f(x) fonksiyonu tek modlu olarak elde edilmek istenirse, mod degeri,
df(x)/dx=0 ile belirlenebilir. Esitligin sag tarafinda (X-a) teriminin mevcut olmasi
durumunda esitlik sifirdan farkli degerler alacaktir. x=a durumunda ise, sifir degeri
elde edilecektir. Bu deger, yogunluk fonksiyonunun tek mod degerini
tanimlamaktadir. Buna ilaveten, x degiskeninin u¢ noktalarinda fonksiyon ve X-
ekseni arasinda diiz bir temas olmasi istenir. Bagka bir deyisle f(X)=0 oldugunda
df(x)/dx=0 degeri ihmal edilecektir. Bu durumu elde edebilmek igin (x-a) bileseninin
f(x) ile carpilmasi gerekir. Boylece, f(X)=0 oldugunda df(x)/dx=0 olacaktir. Bir
sonraki asamada sag taraftaki bu iki bilesen herhangi bir negatif olmayan G(x)
fonksiyonu ile boliinebilir. Bdylece yukaridaki yaklasim sonucunda pek c¢ok teorik
dagilim elde edilebilir. Fakat bu durum bir karmasa olusturabilecektir. Bu karmasay1
ortadan kaldirmak i¢in G(X) fonksiyonunun her hangi bir fonksiyon olmayip
Maclaurin serisine gore agilmis oldugu ve ilk ii¢ terimin G(x)=bo+byx+bx* yaklasim
i¢in yeterli oldugu varsayilmistir. Yukarida tanimlanan prosediir Pearson diferansiyel

denklemini verir.
2.3 DIFERANSIYEL DENKLEMIN GENEL COZUMU

Bir Pearson dagilisinin momentleri esitlik (2.1)’deki sabitlerin degerleri ve
integral sabiti ile belirlenir. Buna karsin bir Pearson egrisinin ilk dort momenti
verilmis ise ilk olarak bu sabitler icin ¢oziim gerceklestirilir daha sonra esitlik
(2.1)’in ¢oziimii elde edilir. Pearson dagilis sistemini 1’den 12’ye kadar Romen
rakamlar1 ile numaralandirmistir. Parametre degerleri ile belirli bir tipi
iliskilendirmek  i¢in  diferansiyel denklemin parametrelerini ilgili  tipin
parametrelerine gore ifade etmek gereklidir. Pearson bunu gergeklestirmek igin
momentler metodunu kullanmustir. Her iki tarafta X" ile carpilir integrali alinir. Sans
degiskeninin sinirlari r ve s olsun bu smnirlar - o ve oo olabilir. Pearson diferansiyel

denklemi,
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d
(bo +b1x+b2x2)d—i=(x—a)y

olarak diizenlenip integrali alindiginda,

s s
jx”(bo +byx+ bzxz)(%jdx=jx”(x—a)ydx
X

r r

[k olarak esitligin sol tarafina kismi integral yontemi uygulanir, .[ vdu=vu —Iudv.

Burada,
n 2 dy
X" (by +b,Xx+b,x“) =V ve i dx =du
X
alinarak
nbox"™ + (N +1)b,x" + (n + 2)b,x"dx = dv ve

s
r=u

f'(x)dx=du = jf'(x)dx:jdu = f(x)

bulunur ve sonug olarak,

Ivdu =vu—J‘udv

s —I f (x)[nbox”‘1 +(n+Dbx" +(n+ 2)b2x”+1}ix

= x"(by +b,x +b,x?*) f ()

Uc¢ noktalarda x-ekseni ile tam bir temas oldugu lim f(x)=0 ve lim f(x)=0,

varsayimut ile ilk terim sifir olur,

Ix” (by + by X + b, x? )[%)dx = —J' [nbox“‘l f () + (M +Dbx" f(X) + (n+2)b,x"* f (x)]dx
X

bulunur. Esitligin sag tarafi ise:

s s
Ixn(x— a)ydx:an(x —a) f(x)dx
r r
s s
=an+lf (x)dx-jax”f(x)dx
r r

seklindedir. Elde edilen bu iki sonug birlikte degerlendirilerek,
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S S S S

S
—J'nbox”—lf (x)dx—j(n Dby x" f (x)dx—j(n +2)byx" L (x)dx =jx“+1f(x)dx—jax” f (x)dx

r r r r r

Bu denklem dagilimin momentleri cinsinden;

—nbosn—1 — (N +Dbystn — (N +2)bsin 41 = fin11 — Bt

nbo £tn—1 + {(n+ Dby —ajun +{(n+2)by +1jpn 17 =0 (2.2a)

n=0,1,2,3, degerleri kullanilarak, tiim gerekli momentlerin, ,ui, ,t[2 , /,1'3 , ,u;,r
mevcut oldugu varsayimi ile dort denklemden dort sabit a,b,,b, veb, belirlenebilir,
Uy =1 oldugundan,

(b,—a)+(2b, +1) 14 =0

by, +(20, —a) g +(30, +1) 11, =0

20, +(30,—a) 11, +(4b, +1) 1, =0 (2.2b)

3by 1, +(4b, —a) 1 +(5b, +1) 11, =0

. Bu denklemler a,b,,b,,b, i¢in ¢oziildiigiinde,

YTy r, 13 1,13 1,12

(20243 428 +13p1/403 40, = 12,017 = Opalps® = Spai > — 3443 4] — 11}

a=—
B
(48 g1y + 4087 11 = 34457 — 1 108 = 34518 115 — 415147
by, =— (2.2¢)
B
1yt 12 [P 1,3 1,13 1,12 12,0 1’
5 __(8ﬂzu3ul Ty — 6 = 3paas = 2paa” = 30 g — ;)
b B
12 13 13,0 12 0 12,12 [P 1yt
b __(3ﬂ3 +O4," + A+ 20 gy =307 1y _10/'[1#2#3_2#2#4)
P B
olup, burada,

1292 12,0 13,0

B=18" —6p/* 1> — 1028 11, — 3244/t gt + 1028 pt] + 84> gl + 1244,
olarak tanimlanmistir. Dagilimin ortalamasi orijine ¢ekilerek, ,ui=0 alinarak, orijini

degistirilir ve =1 oldugu hatirlanarak

14



h—-a=0

bg +(3bp +1)up =0 (2.3)
(30p —@)up +(4bp +1)u3 =0

3042 +(4by —a)uz +(Bby +1)ug =0

elde edilir. Bu denklemler a, by, b, by icin ¢oziilerek ve

pr=ub |13 (2.43)
B2 =4 / #5 (2.4b)
alinarak,
2
o #3(#4 +3ﬂ2) o\B1 (B2 +3)
1 =—a=— = —
A A
M2 (4/12/14 - 3/12) 2
_ 3)_ © (482 -3p1)
bo = = (2.9)
A A
2 3
by = (2ﬂ2ﬂ4 —3u5 — 64y )_ _(282-3p1-6)

A A
sonugclari elde edilir. Burada,
A=10p =124 — 1815 ve  A'=108, 12 —18
seklindedir. Esitlik (2.5) de elde edilen sonuglar esitlik (2.1) de yerine konarak;

Hs (/"4 + 3#22 )
1 df (X)__ X+ A (2 6a)
F(x) dx o (dum, -3 Lt (120 +348) . (2u,11, —345 — 645, g '
A A A
ya da,
o\JB. (5, +3)
1 df (X) _ X+ A (2 6b)
f(x) dx o? (48, -3p.)+o\[B, (B, +3)x+(28, -3B,-6)X* '
Af
elde edilir. Bu denklemlerdeki orijine gére momentlerin merkezi momentler ile olan
iligkisi,
Hy = = /'41'2
My = 15 =3 + 2487 2.7)

12

Hy = My — Ay + 6007 =314
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esitlikleri ile tamimhidir. Esitlikten goriildiigii gibi yi =0 alinmas1 durumunda, { = g;
I=1,2,... oldugu goriilebilir (Sehirlioglu, 2011).
Ortalamasi sifir noktasinda olan degiskenler i¢in, esitlik (2.5)’deki by, sifir

degerini alamaz. Bunun nedeni, B» —f; —1>0 oldugundan, 48, -4p1-4>0
olacaktir ve daima pB; >0 oldugundan, 48, —3p8; > 482 — 44 —4>0 bulunur.

Eger dagilim simetrik ve ortalamasi sifir ise £1=0 olup esitlik (2.5) den
goriilebilecegi gibi b, =a =0 ’dir. Esitlik (2.1) ile tanimlanan denklemin modu
(tiirevin sifira esit oldugu deger) x = a noktasidir.

Esitlik (2.1) den a degerinin orijin ile mod arasindaki uzakligi tanimladigi
goriilmektedir. Bununla birlikte ,ul' =0 alinmast durumunda, orijin ortalamaya
doniistiiriilmiis olur ve a degeri ortalama ile mod arasindaki uzaklig: tanimlar. Esitlik

(2.6b) kullanilarak moment terimlerine gére Pearson carpiklik katsayisi, 1, =0 ve
i, =1 igin,

ortalama—mod —a \/E(ﬂz +3) 2.8)
o CJw  108,-128-18 '
elde edilir. (Stuart ve Ord, 1987)

Genellikle, x sans degiskeninin yiizde noktalar1 f(x) fonksiyonel formundan

daha oOnemlidir. Bir sans degiskeni X’in bir Pearson yogunluguna sahip oldugu
varsayilsin, ortalamasi g ve merkezi momentleri o, 15, w ile tamimlansin.
Standardize z=(x-4)/c sans degiskeninin yiizde noktalari, Vg (veya f£) ve S
degerlerine gore olusturulmus ¢ift yonlii tablolardan elde edilebilir. Burada o=Vp,
parametresi, bicim (shape) parametrelerinin, £ ve [, bir fonksiyonu olarak elde
edilebilir. Orijinal x sans degiskenin yiizde noktalar1 ise z degiskeninden elde edilir.

Pearson dagilim sistemindeki dagilis tiplerini diferansiyel denklemin
paydasindaki G(x) fonksiyonunun koklerine gére tanimlamistir. Fonksiyonun iki
koke sahip oldugu durumlar ana tipleri tanimlamaktadir. Katlh kok ya da tek kok
durumlar gecis tiplerini tanimlamaktadir. Ana tipler;

a) Kokler reel ve farkli isaretli, Tip I

b) Kokler reel ve ayni isaretli, Tip VI

c) Kokler Karmasik, Tip IV.
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UCUNCU BOLUM
PEARSON DIFERANSIYEL DENKLEMLERININ FARKLI
YAKLASIMLARLA COZUMLERI

3.1 GIRIS

Bu boliimde karakterizasyon kavrami, belirli dagilislarin baz1 fonksiyonlar
arasindaki iliskilerden yararlanilarak, bu fonksiyonlar cinsinden ifade edilmesi
anlaminda kullanilacaktir. Pearson Dagilis Sistemi icerisindeki dagilislar1 ayr1 ayri
incelemek yerine, bu boliimde sistem bir biitiin olarak ele alinacaktir. Boylece elde
edilen sonuclar sistemdeki tiim dagilislar icin gecerli olacaktir.

Dagilislarin  karakterizasyonu farkli yaklasimlarla yapilabilmektedir. Bu
boliimde giivenilirlik fonksiyonu ve kosullu momentler ile yapilan karakterizasyonlar
incelenecektir.

Teorem 3.1: Olasilik yogunluk fonksiyonu f tiirevlenebilir olan bir dagilis ailesi
g0z Online alinsin;

fO)_p—x g@
@~ 9@ 969

Burada p bir sabittir.
Ispat: Bu esitlik i¢in gerekli diizenlemeler yapilirsa;
fO).g(0) = (u—x0)f() — g (x).f(x)
fO0).g0) +g' (0. f(x) = . f(x) — xf (x)
Esitligin sol tarafinda ¢arpimin tlirevi goriilmektedir. Bu ifadenin integrali

alindiginda;

o]

[ 2@ = ur@ + 90 £, £>0

t
EX|X >t) = u+ g(Oh(t)
Elde edilir. Elde edilen bu sonugla canlilik fonksiyonun hataya kadar gecen ortalama
stire ve hazard fonksiyonuyla olan iligkisi belirlenmistir. Pearson Dagilis Ailesi i¢in
bu yaklasimla;
g(x) = ay + a;x + ayx?

Olmak iizere;
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flx) L—x G t2ax x+d
f(X)  ag+aix+ax?2 ag+a;x+ax?  Ag+ Ax + Ayx?

(3.1)
Olur. Burada 4; = a;/(1 + 2a;),j =0,1,2 ve d=a; —u/(1+ 2a,)’dir (Gupta
ve Bradley, 2003: 2). Bu bilgiler 1s18inda Pearson Dagilis Ailesi i¢in canlilik
fonksiyonu su sekilde yazilabilir;
m(x) = p+ (ap + a;x + ax?)h(x)
(3.2)

3.2 KUADRATIK PAYDALI KLASIK PEARSON DIiFERANSIYEL
DENKLEMI

3.2.1 Giivenilirlik Fonksiyonu Yaklasim

Pearson diferansiyel denkleminin kuadratik paydali yapist i¢in giivenilirlik
fonksiyonunun tanimindan yararlanarak asagidaki gibi bir karakterizasyon
yapilabilir.
Teorem 3.2: X degiskeni (a,b) araliginda tanimli siirekli bir rassal degisken olmak
lizere, asagidaki kosul saglandiginda X Pearson Dagilis Ailesi’ne aittir;

m(x) = pu+ (ag + a;x + a,x?)h(x) (3.2)

Burada a,, a; ve a, birer sabittir.(Unnikrishnan ve Sankaran, 1991: 1). Bu denklem
bir dnceki baglikta elde edilmisti.
Ispat: (3.1)’deki diferansiyel denklemden,

ffe . (+d)
f(x) by + byx + byx?

oldugu biliniyor. Bu denklem diizenlenerek,

b b
f(bO + byt + by t2)f'(t)dt = — f(t + d)f(t)dt
x x
Seklinde yazilabilir. Kismi integral ile bu esitlik;
(b + byx + byx?)f(x) + byR(x) + 2b,xR(x)
b b
+ 2b, f R(t)dt = —xR(x) + f R(t)dt + dR(x)
x x

Olur. f(x) = h(x)R(x) (bkz Tablo 1.1) bilgisi bu esitlikte kullanilirsa;
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b
[(bg + bix + byx?)h(x) + by —d + (2b, — Dx]R(x) = (1 — 2by) J R(t)dt

Buna ek olarak a; = b;/(1 —2b,), i=0,1,2 , pu=hb; —d/(1—2b,) ve esitlik

(3.2)"den,
b

[(ag + ayx + a,x?)h(x) + u — x)] = JR(t)dt

Olur. Boylece,
b

[m(x) — x]R(x) = fR(t)dt

Ayn1 zamanda bu esitlikten yararlanarak;

m(x) —x = F’C)J R(t)dt

Birinci boliimde ortalama artik yasam fonksiyonu tanimlanmaisti. O halde bu esitlik,
m(x) =r(x) +x

Olur. Boylece giivenilirlik fonksiyonunun tanimindan yola ¢ikarak, kuadratik paydali

Pearson Diferansiyel Denklemi i¢in canlilik fonksiyonu, giivenilirlik fonksiyonu ve

hazard fonksiyonu arasindaki iliski elde edilmistir. Ayni zamanda canlilik

fonksiyonu ve ortalama artik yasam fonksiyonunun iligkisi de gosterilmistir.

3.2.2 Kosullu Moment Yaklasim

Kuadratik paydali Pearson Diferansiyel Denklemi yapisi i¢in ayn1 zamanda
kosullu  momentlerden yararlamilarak da bir karakterizasyon uygulamasi
yapilabilmektedir.

X : Q— H ve H=(ab)’dir. Burada a<b; a=-o ve b=+ow degerini
alabilmektedir. X’in Pearson Sistemine ait olabilmesi icin olasilik yogunluk
fonksiyonunun tiirevlenebilir ve (3.1)’deki denklemi sagliyor olmasi gerekir;

Teorem 3.3: X : Q— H bir rassal degisken, E(X?) <o ve E(X|X = x) ile
E(X?|X = x) H iizerinde tiirevlenebilir olmak iizere; X’in dagilis1 asagidaki kosul
saglandiginda Pearson Dagilis Ailesi’ne aittir;

E(X%|X >x)=P(x)EX|X >x) +0(x), xeH
Burada P(x) ve Q(x) birinci dereceden polinomlardir. (Glanzel, 1991: 2)
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Ispat: E(X?) <wve P(x) = rx +t,Q(x) = ux + w varsayimlar altinda esitlik su
sekilde ifade edilebilir;
EX?IX=2x)=EXIX=>x)(rx+t)+ ux+w
b

b b
fxzf(x)dx =(rx+1t) f xf(x)dx + (ux + w)ff(x)dx

X

Bu denklem iki kez tiirevlenir ve gerekli islemler yapilirsa;
b b

—xf(x) = rf xf(x)dx — (rx + t)xf(x) + uff(x)dx — (ux + w)f(x)

—2xf(x) — x*f'(x) =
—rxf(x) — Qrx +)f(x) — (rx? + tx) f'(x) — 2uf (x) — (ux + w)f'(x)
[x2(r— 1)+ (t +wx +wlf'(x) = [(2 - 3r)x — (t + 2w)]f (x)

dlogf Br—2)x + (t + 2u)
dx __(r—l)x2+(t+u)x+w

, XxeH

Boylece X’in dagilisinin Pearson Sistemi’ne ait oldugu goriilmektedir.
Simdi X’in olasilik yogunluk fonksiyonunun (3.1)’deki Pearson diferansiyel

denklemine ait oldugu varsayilsin. O halde esitlik (3.1) tiim xeH igin saglanacaktir.

—(ap + a1%). f = (by + byx + bx?)f, xeH
Bu ifadenin x’ten b’ye integrali alinirsa
b b
f —(ap + a1 x)f(x)dx = f(bo + byx + byx?) f'(x)dx
x X

Esitligin sag tarafinda kismi integral uygulanirsa;

by + byx + byx? = u f'(x)dx = dv
by + 2b,x = du fx)=v
b b

(by + bix + byx?). f(x)|2 — 2b, f xf(x)dx — by f f(x)dx

X

Esitligin sol tarafinda gerekli islemler yapilirsa;
b

b b
f—(ao +a;x)f(x)dx = —alfxf(x)dx—aoff(x)dx

X

Elde edilir.

Bu ifadeler diizenlenerek;
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b b
(bo + bix + byx?). f(x)]|2 — 2b, J xf(x)dx — by J f(x)dx

x
b b

= —alfxf(x)dx — aoff(X)dx

X

[ FG)dx = R(x) ve %t) T tf()dt = E(X|X > t) Olmak iizere,

—(by + byx + bzxz).% =2b,—1DEX|X=x)+b;—ay=0 (3.3)

Simdi esitlik (3.1)’in pay ve paydasinin x ile genisletildigi varsayilsin. O halde ;
—(ayx? + agx). f(x) = (bgx + byx% + byx3). f'(x)

Olur.

Bu ifade icin yukaridaki islemler uygulandiginda;

—(box + byx? + b2x3).%

= —(Bb, — DEX?|X =x)+ (2b; —ag)E(X|X =x) — by (3.4)
(3.3) no’lu denklem x ile genisletilip (3.4) ile esitlenirse;
x(2b, — 1DEX|X = x) + (b; — ap)x
= —(3b, — DE(X?|X = x) + (2a — b))E(X|X = x) — b,
(3b, — DE(X?|X = x)
=[(2b, — Dx + (ag — 2b))]EX|X = x) + (by — ag)x — by
Her iki taraf (3b, — 1)’e boliindiigiinde;

(sz -1) (ao - Zbl) (b1 - ao) by
E(X2|X =>x) = E(X|X > _
WX =)= | =7+, =1 |FEIX 20+ 5 —x -5
Elde edilir. O halde;
r=(2b2_1)t=(a0_2b1)u=(b1_a0)vew=— b,
3b,— 1’ 3b,—1 ' 3b, — 1 3b, — 1

olarak bulunur. Boylece ikinci dereceden kosullu moment ile birinci dereceden

kosullu moment arasindaki iliski elde edilmistir.
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3.3 KUADRATIK PAYDALI  GENELLESTIiRiLMiS PEARSON
DIFERANSIYEL DENKLEMI

3.3.1 Giris

X, dagilis fonksiyonu F(X) olan (a,b) araliginda taniml siirekli bir degisken
olsun. f(x) olasilik yogunluk fonksiyonu olmak {izere, f(X) tiirevlenebilir ve agagidaki
diferansiyel denklemi saglayabilir ise Genellestirilmis Pearson Dagilis1 gosterir;

dlogf(x) ag+a;x+ax”
dx by + bix + byx?

(3.5)
3.3.2 Kosullu Moment Yaklasimi
Bir 06nceki bolimde bahsedilen kosullu moment yaklagimi, burada
Genellestirilmis Pearson Diferansiyel Denklemi i¢in uygulanacaktir.
Teorem 3.4: X stirekli bir rassal degisken olsun.
E(X3) <o, E(X3|X >x),E(X?|X >x)ve E(X|X >x) tiirevlenebilir  olmak
lizere; asagidaki kosul saglandiginda X Genellestirilmis Pearson Dagilist
gostermektedir;
a,E(X3|X > x) = A(X)E(X?|X > x) + B()E(X|X > x) + C(x)
Burada A(x) = a,x + q ve B(x),C(x) birinci dereceden polinomlardir. (Sindu, 2002:
36)
Ispat: A(x) = a,x + q,B(x) = rx + s ve C(x) = tx + u yukaridaki esitlikte yerine
yazildiginda;
a,EX3X>x)=(ax+ Q)E(X?| X >x)+ (rx+s)EX|X>x)+tx+u
Elde edilir. Bu ifadenin iki kez tiirevi alinip diizenlendiginde;
f'(x)  ax*+Q2q+3r)+s+2t
f(x) (q+r)x?+(s+t)x+u

Olur. Boylece X’in Genellestirilmis Pearson Dagilis1 gosterdigi belirlenir.
Simdi X’in (3.5)’deki yapiya uygun bir dagilis gosterdigi varsayilsin. O
halde;
f)[ag + arx + a,x?] = f'(x)[bg + b1x + byx?]

Bu ifadenin x’ten b’ye integrali alinir ve R(x)’e bdliiniirse;
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b b
ff(x) [ag + a;x + a,x?]dx = ff’(x) [bo + byx + byx?]dx

Esitligin sag tarafi kismi integral ile;
by + bix + byx? =u f'(x)dx = dv
by +2b,x =u fx)=v

b
ff’(x) [bo + byx + byx?]dx

b b
= (by + byx + byx®)f(x)|2 — by f f(x)dx + 2b, f xf (x)dx
X X
Esitligin sol tarafi;
b b

b b
ff(x)[ao + a;x + a,x?]dx = a, f f(x)dx + a, f xf(x)dx + a, f x2f(x)dx

X X

Bu iki esitlik birlestirilip R(x)’e boliindiigiinde;

—[by + byx + byx?] %

= aO + b1 + (sz + al)E(X|X > x) + azE(lex > x) (36)

Simdi esitlik (3.5)’in pay ve paydasi x ile genisletilip ayni islemler uygulanirsa;
b b
ff(x) [agx + a;x% + a,x3]dx = ff’(x) [box + byx? + byx3]dx
X X

—[box + byx?% + byx3] %

= by + (2b; + ap) E(X|X > x)
+ (3b, + a))E(X?|X > x) + a,E(X3|X > x) (3.7)
Denklem (3.6) x ile genisletilip (3.7)’ye esitlenirse;
(ag + b))x + (2b, + a))xE(X|X > x) + a,xE(X?|X > x)
= by + (2b; + ap)EX|X > x)
+ (3b, + a;)E(X?|X > x) + a, E(X3|X > x)
Elde edilen bu ifade diizenlenirse,
a,E(X3|X > x) = [a,x — (3b, + a)]E(X?|X > x)
+[(2by + a;)x — (2b; + ap) ]E(X|X > x) + [(ag + by)x — by]
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Elde edilir. Boylece ;

A(x) = a,x — (3b, + a4),

B(x) = (2b, + a;)x — (2b; + ay) ,

C(x) = (ap+ by)x — b,

Olur. Boylece bolim 3.2°de bahsedilen kosullu moment yaklagimi, burada
Genellestirilmis Pearson Diferansiyel Denklemi i¢in uygulanip, iiglincli dereceden
kosullu moment ile diger iki kiigiik dereceli kosullu momentler arasindaki iliski elde
edilmistir. Burada {iciincii dereceden kosullu momentin elde edilmesi, asimetrik
dagilislar s6z konusu oldugunda ¢ok 6nemlidir. Ciinkii Gigiincii dereceden kosullu

moment dagilisin ¢arpikligini belirlemekte kullanilmaktadir.
3.4 KUBIK PAYDALI PEARSON DIFERANSIYEL DENKLEMIi

3.4.1 Giris
Paydadaki fonksiyonun kiibik olmasi durumunda Pearson diferansiyel
denklemi,

1 df(z) _ z-a
f(z) dz by +bz+h,z% +b,2°

(3.8)

Olacaktir (Sehirlioglu, 2011). Denklemde z standart sans degiskenlerini 14/ =0 ve
w, =1, temsil etmektedir. Kiibik paydali (bs#0) Pearson sistemi simetrik bir dagilim
tiretemez (Sehirlioglu, 2011). Denklemin ¢o6ziimii ile momentlere dayali bir
denklem,

bz, +(n+1)bs +(n+2)byu,, +(n+3)bys,, =au, — i), (3.9)
bulunur, (bkz Ek: 3). Esitlik (3.8) i¢in gergeklestirilen ¢6ziim sonucunda elde edilen
f(x) olasilik yogunluk fonksiyonu B, J ya da U bigimli olabilir. Bigim genel olarak
modun (antimodun) isareti ve koklere gore konumu ile belirlenir. f(X) olasilik
yogunluk fonksiyonunun bi¢imini belirleyen bir diger oOnemli oOzellik ise
asimetrisinin yonii ve biiyiikliiglidiir. Standart degiskene gore, 4 =0 ve gy, =1,
tanimlanmis dagilimlarda modun isareti saga carpik dagilimlar i¢in negatif, sola

carpik dagilimlarda ise pozitiftir.
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Sonug olarak esitlik (3.8) ile verilen diferansiyel denklemin ¢oziimiinii tanimlayan
bir f(x) olasilik yogunluk fonksiyonu elde edilmek istendiginde ¢oziim yukaridaki
aciklamalar dikkate alinarak elde edilmelidir. C6ziim genel olarak {i¢ asamalidir:

1. Veri seti standart degiskene gore dilizenlenir ve ilk alti momenti
tahminlenerek asimetrinin yonii belirlenir.

2. Asimetrinin yonii dikkate alinarak esitlik (3.9) ile verilen moment
denkleminden a, by, by, by, bs katsayilar1 bulunarak denklemin kokleri ry, 1o,
rs elde edilir ve koklere gore a degerinin konumu belirlenerek dagilimin tipi
bulunur.

3. Dagilisin tipi ve asimetrisi dikkate alinarak f(X) olasilik yogunluk
fonksiyonunun mj;, mp, mz parametre tahminleri elde edilerek dagilis

tanimlanir. (Sehirlioglu, 2011)

3.4.2 Kiibik Payda icin Dagilim Sistemi

Diferansiyel denklemin ¢6ziimii sonucunda elde edilecek dagilis ailesi
paydadaki kiibik denklemin koklerine bagimlidir. Bir kiibik denklemin diskriminanti
genel olarak:

A= 18b3b,b,by — 4b3by + b2b? — 4bsb3 — 27b3b}

olup,
A >0 ise li¢ gercel kok
A =0 ise en az iki gergel ve katli kok
A <0 ise bir gercel iki karmasik kok
Vardir (Sehirlioglu, 2011). Kokler ry, ro, 13 olarak tanimlanmistir.

q=A+B+EL
3b,

rzz_%(A+B)+i§(A_B)+%
3

. :—%(A+ B)—i?(A—B)+:TZ
3

Eger A>0 ise dort temel durum s6z konusudur. Bu tipler ana tip olarak

adlandirilacaktir:
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a) Ay isaretli kokler (ii¢ pozitif kok Tip CI ve ii¢ negatif kok Tip CIV)
b) Farkli isaretli kokler (iki pozitif bir negatif Tip CII ve bir pozitif iki negatif

Tip ClII)

Tip numarasimin oniindeki C harfi kiibik payda ile elde edilen dagilimlari
Pearson’un kuadratik paydali dagilimlarindan ayirmak ic¢in kullanilmistir. Esitlik
(3.8) ile tanimlanan diferansiyel denklemin, standart degiskenler igin, ¢Oziimii
modun orijine gére konumuna bagl olarak, saga carpik dagilimlar, z-a>0 igin,

1 df(z) z-a
f(z) dz b, +bz+b,z* +b,2°

ve sola carpik dagilimlar, ( z-2)<0 i¢in

1 df(z) z-a
f(z) dz by, + bz +b,z* +b,7°

denklemlerinden kismi kesirler yontemi kullanilarak ele edilebilir. istatistiksel
dagilimlarin bi¢imleri genel olarak B, J ve U olarak siiflandirilabilir. Dagilimin
tanim araliklarindan biri sonlu digeri sonsuz ise bu dagilimin bi¢imi B ya da J
olabilir. Eger dagilimin her iki ucu da sonlu ise dagilimm bi¢imi B, J ya da U
olabilir. Her iki ucu da sonsuz (eksi ve art1) olan dagilimlar sadece B bigimlidir.
Dagilisin tipi diskriminant degeri ve kok isaretlerine gore belirlenir. Dagilisin
bi¢imi ise iis parametrelerinin isaretlerine gore belirlenir.  Us isaretleri ise
diferansiyel denklemin pay kismmin isaretine gore belirlenir. Ornegin, saga carpik
bir CII dagiliminin simetrigi sola carpik bir CIHI dagilimidir. Bir CII (CIII)
dagilimmin simetrigi ters yonde carpikliga sahip bir CHI (CII) dagilimi olup
carpikligr etkileyen faktor tek momentlerin (u3; Ve us parametrelerinin) isaretidir. J
bi¢imli bir dagilimin s igaretleri degistiginde ayni tipte ve ters ¢arpiklik yoniinde bir
J bigimli dagilim olusur. Bunun nedeni modun (asimptotun) koklere gore
konumunun degismesidir. Diger bir deyisle CII dagilimi ile CIII dagilimi birbirinin
timleyenidir. Ana tipler i¢in birbirinin tiimleyeni olan dagilimlar: Tip CI i¢in Tip

CIV, Tip CIl igin Tip CIII ve Tip CV i¢in Tip CVIL.(Sehirlioglu, 2011)
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DORDUNCU BOLUM
KUBIK PAYDALI PEARSON DIFERANSIYEL DENKLEMI iCIN
KARAKTERIZASYON UYGULAMALARI

4.1 KOSULLU MOMENT YAKLASIMI

Boliim 3’te bahsedilen kosullu moment yaklasimi bu boliimde kiibik paydali
Pearson diferansiyel denklemi i¢in uygulanacaktir.
X siirekli bir rassal degisken olsun. X’in pdf’si f(X) asagidaki diferansiyel

denklemi sagladiginda Pearson Dagilis Ailesi’ne aittir;

') ap+ a,x
f(x) by + bix + byx? + byx3

(4.2)
Teorem 4.1: X siirekli bir rassal degisken olmak {izere,
E(X3) < oo, E(X3|X > x),E(X?|X > x) ve E(X|X > x) tiirevlenebilir
olmak {tizere, asagidaki kosul saglandiginda X kiibik paydali Pearson diferansiyel
denkleminin yapisina uymaktadir;
4b3E(X3|X > x) = A(X)E(X?|X > x) + B(X)EX|X > x) + C(x)

Burada A(x) = 3bsx — 3b,, B(x) = (ay + 2b,)x — 2b;, C(x) = (ag + by)x —
b, dir.
Ispat: E(X|X > x) = ﬁ :tf(t)dt olmak iizere (bkz Béliim 1.7),

b b

4b3Jx3f(x)dx = (3b3x — 3b2)Jx2f(x)dx

x
b b

+[(a; + 2b,)x — 2b,] j xf(x)dx + [(ag + by)x — by] ff(x)dx

X
Birinci tiirev ile,
b

—4byx3f(x) = 3bg J t2f(t)dt — (3b3x3 — 3byx?)f(x)

X

b
+ (a; + 2b,) J tf(t)dt — [(a; + 2by)x? — 2b,x]f (x)
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b
+(ao +by) f £t — [(ao + by)x — byl f (%)

Tkinci tiirev,
—12b3x?%f (x) — 4b3x3f'(x) = —3b3x?f(x) — (9b3x? — 6byx) f(x)
—(3b3x® — 3box?)f'(x) — (ay + 2bx)xf (x) — [2(ay + 2b2)x — 2b,]f (x)
— [(aq + 2by)x? — 2b;x]f'(x) — (ag + by) f(x)
— [(ag + by)x — bo]f"(x) — (ag + bo) f (x)
Olur. Bu ifade diizenlenerek,

f,(x) _ (3(11 + 6b2 - 6b0)x + 2(0,0 + bl)
f(x)  b3x3+ (3by — a; — 2b,)x2(2b, — ay — by)x + b,

Elde edilir. Boylece X’in dagilisinin kiibik paydali Pearson diferansiyel denklemine
ait oldugu goriilmektedir.
(4.1)’deki diferansiyel denklemden,

flao + arx] = f'(x)[bo + byx + byx? + byx?]

Bu ifadenin x’ten b’ye integrali alinirsa;
b b

f[a0 + a,t] f(t)dt = f[b0 + byt + byt? + bst3] f'(t)dt

X X

Esitligin saga tarafinda kismi integral uygulanirsa;

by + byt + byt? + bt = u f'(t)dt = dv
b1+2b2t+3b3t2 =du f(t) =7v
b b b
(by + byt + byt? + bst3)f(t)|2 — b, f f(®)dt — 2b, f tf (t)dt — 3bs f t2f(t)dt
X X X

Esitligin sol taraft;
b

b
f[ao + at] f()dt = aoff(t)dt +a, f tf (t)dt

X

b

X

Bu iki esitlik birlestirilip gerekli islemler yapildiginda;

—(bo + byx + byx* + b3x3)%

Simdi (4.1)’daki esitligin pay ve paydasi x ile genisletilirse;
f)[agx + a;x?] = f'(x)[box + by1x? + byx3 + byx*]
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Olur. Ayni islemler bu esitlik i¢in uygulandiginda;

b b
f[aot + a,t?] f(t)dt = f[bot + byt? + byt3 + bt*] f'(t)dt
X X
Sag taraf;
bot + byt? + byt3 + byt* =u f'(t)dt = dv
bo + 2byt + 3b,t% + 4bst3 = du f)=v
b
(bot + bit? + byt3 + bstH ()2 — b, J f(O)dt —
X
b b b
2b1ftf(t)dt—3b2]tzf(t)dt—4b3jt3f(t)dt
X X X
Sol taraf;
b b b
f[aot + a,t?] f(t)dt = a, j tf (t)dt + a, j t2f(t)dt
X X X

Iki ifade birlestirilip gerekli islemler yapildiginda;

—(box + byx? + byx3 + byx*) % = b + (ag + 2b))E(X|X > x)
+(ay + 3b)E(XAIX > x) + 4b;E(X3|X > x) (4.3)

(4.2)’deki ifade x ile genisletilip (4.3)’ye esitlenirse;
(ag + by)x + (ag + 2by)xE(X|X > x) + 3b3xE(X?|X > x) =
bo + (ag + 2b))E(X|X > x) + (a; + 3by)E(X?|X > x) + 4b3;E(X3|X > x)
4bsE(X3|X > x) = [(ap + by)x — by] + [(ay + 2by)x
—(ag + 2b))]E(X|X > x) + [3b3x — (a; + 3b,)|E(X?|X > x)
Bu durumda;
A(x) = 3bzx — (a; + 3b,)
B(x) = (a; + 2by)x — (ag + 2b,y)
C(x) = (ap + by)x — by
Olur. Bu sonugla iiglincii dereceden kosullu moment ile ikinci ve birinci derecelerden
kosullu momentler arasindaki iliski kiibik paydali diferansiyel denklemin

parametreleri cinsinden elde edilmistir.
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4.2 GUVENILIRLIK FONKSIYONU YAKLASIMI

Boliim 3’te bahsedilen gilivenilirlik fonksiyonu yaklasimi bu béliimde kiibik
paydal1 Pearson Diferansiyel Denklemi i¢in uygulanacaktir.
Teorem 4.3: X siirekli bir rassal degisken olmak iizere, asagidaki esitlik
saglandiginda, X’in dagilis1 kiibik paydali Pearson diferansiyel denklemi yapisina

uymaktadir.

1
(bo + byx + byx? + bax®)h(x) = [(ay + 2bz) s + 3bsp,] (1 + M)

Ispat: (4.1)’deki diferansiyel denklemden,

b b
f(ao + a1 x)f(x)dx = f(bo + bix + byx? + byx3) f'(x)dx

Oldugu biliniyor. Esitligin sag tarafinda kismi integral uygulanirsa;
bo + bix + byx? + bsx3 =u f'(x)dx = dv
by + 2byx + 3b3x? = du fx)=v
b
(bo + by + byx® + by )OI — by [ FGOdx

x
b b

- szfxf(x)dx— 3b3fx2f(x)dx

X X

Buradaki terimler incelendiginde,

b
[ rwax = re

b b
—2b2fxf(x)dx = —ZbeR(x)+2b2fR(x)dx
X X
b b
—3b3fx2f(x)dx = —3byx% + 6b3fo(x)dx
X X

Oldugu goriilmektedir. Esitligin sag tarafi,
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b
—(by + byx + byx? + b3x3)f(x) — byR(x)—2b,xR(x)+2b, J R(x)dx
X
b

— 3b3x?R(x) + 6b; f xR (x)dx
X

Olur. Sol taraf igin ayn1 islemler uygulanirsa;
b

b
f(ao + a1 x)f(x)dx = ayR(x) + a;xR(x) — a4 f R(x)dx

X

Elde edilen sonuglar birlestirildiginde;
b
(b + byx + byx? + b3x3)f (x) + byR(x)+2b,xR(x)—2b, f R(x)dx

x
b b

+3b3x2R(x) — 6b; f xR(x)dx + agR(x) + a;xR(x) — a4 J R(x)dx =0

X X

Burada f(x) = h(x).R(x) esitliginden yararlanarak;
[(bg + byx + byx? + b3x3)h(x) + by +2byx + 3b3x? + ay + a;x]R(x)
b b
= (2b, + a,) f R(x)dx + 6b; f xR (x)dx
X X
Seklinde yazilabilir. Gerekli diizenlenmeler yapilarak,
[(bo + bix + byx? + bsx®)h(x) + (ag + by)+(a, + 2b,)x + 3b3x?]R(x)
b b
= (2b, + a,) f R(x)dx + 6b; f xR (x)dx
X X

[(bg + byx + byx? + byx3)h(x) + (ay + by)+(a; + 2by)x + 3b3x?]

b b
- M R(x)dx + 6bs fo(x)dx
()

R(x) R

X

Elde edilir. Esitligin sag tarafinda;

b b
(2b2 + al) 6b3
= W R(x)dx + R(0) J xR (x)dx

X
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Olsun. Moment denklemlerinden;
[ag + bq] + [a; + 2b,]p] + 3bsp; = 0 oldugu biliniyor (bkz. Ek: 3 Esitlik 4.1.1).
Bu bilgiden yararlanarak esitlikte gerekli islemler yapilirsa,

b b
ay + by + (a; + 2by) f xf(x)dx + 3bs f x2f(x)dx =0
X

X
b b

—3bs f x2f(x)dx = ay + by + (a; + 2b,) J xf (x)dx
X X
Olur. Kismi integral ile;

b

fo(x)dx = —

X

(ap+by) 1
6b;  6bs

[—(ay + 2b, — 3b3x]xR(x)

b
(a; + sz)j
6b R(x)dx
X

Elde edilen bu sonug¢ A’da yerine yazildiginda,

_ (2by + ay) ‘
R

X

R(x)dx

L 6bs | (ao+by 1
R(x) 6b;  6bs

b
[—(ay + 2b, — 3b3x]xR(x) — (a+b2b2) f R(x)dx
3

b
_ (ay +2by)
= W R(x)dx
b
2b b,
— % R(x)dx — % + [(ay + 2b,) + 3b3x]x
__(ap+by)

W + [(ay + 2by) + 3b3x]x

Olur. Elde edilen bu A degerini yerine koydugumuzda;
(b + byx + byx? + b3x®)h(x) + (ay + by)+(a; + 2by)x + 3b3x?

_ _(ao + by)

W + [(ay + 2b,) + 3bsx]x
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(b + bix + byx? + b3x®)h(x) + (ay + by)+(a; + 2by)x + 3bsx?

+b
= _—(a;?(x) ) + (ay + 2by)x + 3b3x?
(ap + by)
R(x)
1

(bo + byx + byx? + b3x3)h(x) = —(ay + by) (1 + m)

Moment denklemlerinden —(a, + b,) = (a; + 2b,)u, + 3bspu, (bkz. Ek: 3 Esitlik

(bo + byx + byx? + b3x®)h(x) + (ag + by) = —

4.1.1) oldugu biliniyor.

1
(bo + byx + byx? + bax®)h(x) = [(ay + 2bz) s + 3bsi,] (1 + %)

Boylece kullanilan Pearson diferansiyel denklem tipi i¢in giivenilirlik
fonksiyonu, hazard fonksiyonu, birinci moment ve ikinci moment arasindaki iliski

elde edilmistir.
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SONUC

Giivenilirlik analizinde hata dagilislarinin dogru modellenmesi ¢ok 6nemlidir.
Yapilacak olan calismalarin dogrulugu da model se¢iminin isabetli yapilmasina
baglidir. Gilinliik hayatimizda kullandigimiz iirlinlerin ¢ogunun hata dagiliglari
asimetriktir. Dolayisiyla giivenilirlik analizinde de en c¢ok bu tip dagilislar
kullanilmaktadir. Bu bakis agisiyla bu g¢alismada Pearson diferansiyel denklemi
asimetrik dagilislar tiireten bir formda kullanilmastir.

Daha oOnce yapilan c¢alismalarda (bkz Unnikrishnan ve Sankaran, 1991;
Glanzel, 1991; Sindu, 2002) giivenilirlik fonksiyonu yaklasimi ve kosullu momentler
ayr1 ayn ele alinmistir. Bu ¢alismada parametreleri belirlenmis bir dagilisin Pearson
diferansiyel denkleminin kiibik paydali yapisina uygun oldugu durumda Once
giivenilirlik fonksiyonu yaklasimiyla birinci ve ikinci moment ile giivenilirlik
fonksiyonu ve hazard fonksiyonu arasindaki iliski elde edildi. Daha sonra kosullu
moment yaklasimi dikkate alinarak, ti¢iincii dereceden kosullu moment Karakterize
edildi. Tiim bu bilgiler beraber degerlendirilerek tigiincii dereceden kosullu moment
ile giivenilirlik fonksiyonu ve hazard fonksiyonu arasindaki iliski elde edilmis oldu.
Bu bilgilerin elde edilmesiyle aragtirmacinin model tizerindeki hakimiyetinin artmasi
hedeflenmistir. Elde edilen bu asimetri olglistiniin bilinmemesi durumunda ayni
ortalama ve varyansa sahip fakat carpiklik ve basikliklar1 farkli dagilislar ortaya
cikacaktir. Dolayisiyla bu farkli dagilislarin her biri igin farkli giivenilirlik Olgiileri
olacaktir. Bu ¢alismada 6nerilen yontem ile boyle durumlarda arastirmacinin elinde

model hakkinda karar vermek i¢in daha fazla bilgi mevcut olacaktir.
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EKLER



EK 1: Kuadratik Paydali Klasik Pearson Diferansiyel Denkleminin Moment

Denklemleri
£ _ g+ a,x
f(x) by +byx + byx?
Olmak iizere ,
S S
fx"(bo + byix + byx?)f ' (x)dx = — f x"(ay + a1 x) f(x)dx
r r

Esitligin sol tarafinda kismi integral uygulanirsa;

x"(by + byx + b,x?) = u f'(x)dx = dv
(n+ 2)b,x™ + (n+ 1)bx™ + nbyx™ 1 = du fx)=v

x"(by + byx + byx?)f (%) |3

N

—(n+2)b, f x"Mf(x)dx — (n+ 1)b, f x"f(x)dx

r

—nbOJx”‘lf(x)dx

Sag tarafta gerekli islemler yapilirsa;

N N N

—fx"(ao +ax)f(x)dx = —alfx"“f(x)dx - aofx"f(x)dx

r r r

x"(by + byx + b,x?)f(x)|S =0 olmak iizere, bu iki ifadeyi birlestirdigimizde

eks. 1



N N

[a; — (n+ 2)b,] f x"Mf(x)dx + [ag — (n + 1)by] f x"f(x)dx

r r
N

— nb, f x"1f(x)dx =0

r

Olur.
f: x"f(x)dx = pu olmak iizere ;

lay — (n+ 2)ba]u,,, + [ag — (n + Dby u, — nbou,_, =0

'un+1
Denklemi elde edilir.

Burada ,u;) =1 olmak tizere;

n=0 icin ; (1 —2by)u, +ag— by = 0 (3.2.1)
n=1 i¢in ; (1 —-3by)u, + (ag — 2by)u; — by =0 (3.2.2)
n=2 i¢in ; (1 —4by)u; + (ag — 3by)u; — 2bgpu; =0 (3.2.3)
n=3 igin ; (1 = 5by)py + (ag — 4b)ug — 3bop; =0 (3.2.4)
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EK 2: Kuadratik Paydali Genellestirilmis Pearson Diferansiyel Denkleminin
Moment Denklemleri

f'(x) ag+ayx + axx?
f(x)  bo+ byx + byx2

S N

fx” (ag + a1x + ax?) f(x)dx = fx”(bo + byx + byx?)f'(x)dx

r r

Esitligin sag tarafinda kismi integral uygulanirsa;

x™(by + byx + b,x?) = u f'(x)dx = dv
nx" by + (n + 1)x"b; + (n + 2)x™*1b, = du fx)=v
S S
x"(by + byx + b,x?)f(x)|S — nby f x"1f(x)dx — (n+ 1)b, J x™ f(x)dx
T T
S
—(n+2)b, f x"f(x)dx
T

Esitligin sol tarafi;

N

jx” (ag + a;x + ax?) f(x)dx

T

N N N

=a, f x" f(x)dx + a, f x"1 f(x)dx + a, f x"2f(x)dx

r r r

Olur.

x"(by + byx + b,x?)f(x)|S = 0 olmak iizere, her iki taraf birbirine esitlenirse,
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S

nb, J. x"f(x)dx + [ag + (n + 1)b,] f x™ f(x)dx

r
N N

+ [a; + (n + 2)b,] f x™1 f(x)dx + a, f x"2f(x)dx =0

T r

f: x"f(x)dx = p}, olmak iizere;

nboly_1 + [ag + (m + Dby]py + [ag + (n + 2)by]upiq + azppne, =0

1o = 0 olmak tizere;

n=0 i¢in;
n=1 i¢in;
n=2 igin;
n=3 i¢in;
n=4 igin;

n=5 i¢in;

Qo + by + (a1 + 2by)uy + azp; =0

by + ag + 2b,Jui + [ay + 3b;]p; + azu; =0
2bopi + [ag + 3by]u; + [ag + 4by ]z + azpy =0
3bouy + [ag + 4by]us + [ag + 5b,]uy + azps = 0
4bouz + [ag + 5b;]us + [ag + 6b;]us + azpg = 0

S5bouy + [ag + 6by]us + [a; + 7b;]ug + azp; = 0

(3.3.1)
(3.3.2)
(3.3.3)
(3.3.4)
(3.3.5)

(3.3.6)
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EK 3: Kiibik Paydali Pearson Diferansiyel Denkleminin Moment Denklemleri

f'(x) _ ap+ a1 x
f(x) by + byx + byx? + byx3

N N

J.x" (ap + a1x)f(x)dx = fx”(bo + byx + byx? + byx3)f'(x)dx
T T
Sag taraf;
x"(by + byx + byx? + b3x3) = u f'(x)dx = dv

nbox™ 1 + (n+ )bx™ + (n + 2)bx™ + (n + 3)b3x™*? = du fx)=v

Olmak iizere,

S

x™(by + byx + byx? + b3x3) f(x)|S — nb, J x"1f (x)dx

r

—(n+ Dby [ x™f(x)dx — (n+ 2)b, f: x"1f(x)dx — (n+ 3)by f: x"2f(x)dx

S
T
Sol taraf;

N N N

jx” (ap + a1 x)f(x)dx = a, J x™ f(x)dx + a, J x"1f(x)dx

T T T

O halde;

N

nbg j x" 1 (x)dx + [ag + (n + 1)by] f x"f (x)dx

T

N N

+[a; + (n + 2)b,] J x"f(x)dx + (n+ 3)bs J x"2f(x)dx =0

T T

nboly_q1 + [ag + (n + Dby ]y + [ag + (n + 2)by g + (0 + 3) bz, =0

uo = 1 olmak tizere;
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n=0 i¢in;
n=1 i¢in;
n=2 igin;
n=3 i¢in;
n=4 igin;

n=5 i¢in;

[ag + by] + [ag + 2b,]p] + 3bsp, =0

by + [ag + 2b1]yi + [ay + 3by]p; + 4bsp; = 0
2bous + [ag + 3b,]W, + [ag + 4by]ps + 5bgp, =0
3bou, + [ag + 4by]us + [ay + 5byuy + 6bsus = 0
4bous + [ag + 5byuy + [a; + 6by|us + 7hspug = 0

5bopy + [ag + 6b1]us + [a; + 7b;]pg + 8bzp; = 0

(4.1.1)
(4.1.2)
(4.1.3)
(4.1.4)
(4.1.5)

(4.1.6)
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EK 4: Kosullu Olasilik Dagiliglart
1.Kosullu Dagihslar:

B olay1 bilindiginde A olaymin gerceklesmesi olasilig

P(4B)

P(A|B) = PGB

P(B)>0

oldugu biliniyor. (Fisz, 1967: 20)
Iki boyutlu (X,Y) rassal degiskeni igin bu olasilik;

P{X =xY =y}
P{Y =y}

P{X=x|Y =y} =

Olur. Buna Y’nin X’e gore kosullu olasilig1 denir. Ayni sekilde X’in Y’e gore kosullu

olasilig1 da;

P{Y =y,X = x}

P{Y =y|X =x}= PIX = 1)

(Saragoglu ve Cevik, 1995: 163)

1.1 Kesikli Dagihslar:

h(x), X’in marjinal olasilik fonksiyonu g(y), Y nin marjinal olasilik
fonksiyonu ise,

X=x verilmisken Y’nin kosullu olasilik fonksiyonu,

gylX =x) = f,?(c)g) h(x) >0

Y=y verilmisken X’in kosullu olasilik fonksiyonu,

f(xy)

gy’ 9 >0

fxlYy =y) =
seklinde tanimlanir. Yukaridaki esitliklerden,

fl,y) =h(x)gylX =x)=gfx|Y =y)
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Esitligi yazilabilir. h(x) ve g(x) marjinal olasiliklar olduklarindan, bu fonksiyonlari
kosullu olasilik fonksiyonlari cinsinden su sekilde yazabiliriz,

h) = ) fy) = ) FGIY = )g0)
y y

9O = fE) =) guIX =)

(Saragoglu ve Cevik, 1995: 164; Fisz, 1967: 49; Hogg ve Craig, 1995: 83)

Ornek: (X,Y) iki boyutlu kesikli rassal degiskenin ortak oyf’si,

x+y 2—x—y

floy) = (g) (%) , x=01y=01

0 ,diger x,y degerleri icin
Olmak tizere, bu fonksiyonu i¢in,

f(x| Y=y), g(y] X=x) kosullu olasiliklarini, h(X) ve g(y) marjinal fonksiyonlarini

bulalim.

f(x| Y=y) 'yi bulabilmemiz i¢in dncelikle g(y)’yi bulmaliyiz.

=366 -6

Olarak bulunur. O halde,

x+y 2—x—y

x+y 2—x-y

B e
O 6
-G 6

Ayni sekilde g(y| X=Xx) i¢in h(x) hesaplanir.

-2 6 6)

fixly =y) =

x+y 2—=x-y 1-x

-(5) 6
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(Saracoglu ve Cevik, 1995: 165)
1.1.1 Kesikli Dagilislar i¢cin Kosullu Beklenen Deger

Kosullu dagilislarda degiskenlerden birinin bilinen bir degerine gore diger
degiskenin beklenen degeri bulunmak istenirse, kosullu beklenen degerden
yararlanilir.

X ve'Y iki boyutlu rassal degiskenler olmak iizere, X’in bilinen bir degerine
karsilik Y’nin beklenen degerine Y’nin kosullu beklenen degeri denir ve E[Y| X=x]
seklinde yazilir.

Kosullu dagilisin kesikli oldugu durumda kosullu beklenen deger,

EVIX =)= ) yf(lX =)
y

seklinde elde edilir. (Saragoglu ve Cevik, 1995: 285; Hogg ve Craig, 1995: 84)
1.1.2 Kesikli Dagihslar i¢in Kosullu Varyans

Kosullu dagilislarda degiskenlerden birinin degeri biliniyorken digerinin
varyansina kosullu varyans denir.

X ve Y iki boyutlu rassal degiskenler olmak iizere, X’in bilinen bir degerine
karsilik Y’nin varyansina Y’nin kosullu varyansi denir ve V[Y| X=X] seklinde yazilir.

VIYI X =x] = ) [y = E(YIX = DPFOIX =)

Seklinde hesaplanir. (Saragoglu ve Cevik, 1995: 288; Hogg ve Craig, 1995: 85)
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1.2 Siirekli Dagilislar:

h(x), X’in marjinal olasilik fonksiyonu g(y), Y nin marjinal olasilik
fonksiyonu ise,

X=X verilmisken Y’nin kosullu olasilik fonksiyonu,

giylX =x) = f}(;(cx))]) h(x) >0

Y=y verilmisken X’in kosullu olasilik fonksiyonu,

_f@y)
gy’

seklinde tanimlanir. Yukaridaki esitliklerden,
fGy) =h()gylX =x) = gWfxlY = y)

Esitligi yazilabilir. h(x) ve g(X) marjinal olasiliklar olduklarindan, bu fonksiyonlari
kosullu olasilik fonksiyonlari cinsinden su sekilde yazabiliriz,

fix|Y =y) gly)>0

Mm=ffmww=jﬁ@vuw=ww

mw=jfmwm=jﬁamww=mw

(Saragoglu ve Cevik, 1995: 168; Fisz, 1967: 49; Hogg ve Craig, 1995: 84)
Ornek: (X.Y) iki boyutlu kesikli rassal degiskenin ortak oyf’si,

( )_{3x, O0<y<yx 0<x<1
flxy) = 0, diger x,y degerleri i¢in

Seklinde veriliyor. Bu fonksiyon i¢in X’in ve Y’nin kosullu olasilik fonksiyonlarini,

h(x) ve g(y) marjinal olasilik fonksiyonlarini bulalim.

1

1 3
900 = | 3xdx=3(3x) =3

x=0

3

=

= 2x

filY =y) =

N|w|
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1

h(x) = f 3xdy = 3x(y|3) = 3x?
y=0

Ol =2) =5 5=
IO =x) === =
Olarak bulunur. (Saragoglu ve Cevik, 1995: 169)

1.2.1 Siirekli Dagihslar I¢in Kosullu Beklenen Deger:

Kosullu dagilislarda degiskenlerden birinin bilinen bir degerine gore diger
degiskenin beklenen degeri bulunmak istenirse, kosullu beklenen degerden
yararlanilir.

X ve'Y iki boyutlu rassal degiskenler olmak iizere, X’in bilinen bir degerine
karsilik Y’nin beklenen degerine Y’nin kosullu beklenen degeri denir ve E[Y| X=x]
seklinde yazilir.

Kosullu dagilisin siirekli oldugu durumda kosullu beklenen deger,

oo

E[Y|X = X] = j Y OIX = x)dy

olur. (Saragoglu ve Cevik, 1995: 285; Hogg ve Craig, 1995: 84)
1.2.2 Siirekli Dagihslar i¢in Kosullu Varyans:

Kosullu dagilislarda degiskenlerden birinin degeri biliniyorken digerinin
varyansina kosullu varyans denir.

X ve Y iki boyutlu siirekli rassal degiskenler olmak iizere, X’in bilinen bir
degerine karsilik Y’nin varyansina Y’nin kosullu varyansi denir ve V[Y| X=x]
seklinde yazilir.

VIY| X = 2] = j [y — EYIX = ORfOIX = x)dy

Olarak elde edilir. (Saragoglu ve Cevik, 1995: 288; Hogg ve Craig, 1995: 85)
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