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KES�KL� KUANTUM YÜRÜYÜ� MODEL� VE UYGULAMALARI

ÖZ

Bu tezde, kesikli kuantum yürüyü³ modeli incelenmi³ ve bu modelle ilgili baz�
uygulamalara yer verilmi³tir. Kuantum yürüyü³, kuantum algoritmalar�n�n
tasarlanmas�nda ve kuantum difüzyon olaylar�n�n aç�klanmas�nda kullan�lan
matematiksel bir modeldir. Kuantum yürüyü³ün potansiyelini tam olarak
kullanabilmek ve etkili kuantum algoritmalar� olu³turabilmek için kuantum yürüyü³ün
özelliklerini iyi bilmek ve e³-evresizlik (decoherence) problemi kar³�s�nda kuantum
yürüyü³ün davran�³�n� anlamak gerekir. E³-evresizlik yokken ve e³-evresizlik etkisi
alt�nda kuantum yürüyü³ün dinami§i ile ile ilgili birçok çal�³ma yap�lm�³ ve çe³itli
e³-evresizlik modelleri önerilmi³tir. Bu konudaki çal�³malar halen devam etmektedir.
Bu nedenle bu tezde, kuantum yürüyü³ ve e³-evresizlik ile ilgili problemler
incelenmi³tir. �lk çal�³mada, iki boyutlu tuzakl� örgüde kuantum yürüyü³te
e³-evresizlik problemi, kuantum Hadamard, Fourier ve Grover yürüyü³leri için
incelenmi³, Hadamard yürüyü³ünde ortaya ç�kan e³-evresizli§in Fourier ve Grover
modelindeki e³-evresizlikten daha küçük oldu§u gösterilmi³tir. �kinci çal�³mada, ayn�
fakat üç boyutlu tuzakl� örgü modelinde Hadamard yürüyü³ü kullan�larak, kuantum
e³-evresizli§in boyuta ba§l�l�§� incelenmi³ ve e³-evresizlik ile örgü-boyutu aras�ndaki
ili³kiler bulunmu³tur. Son çal�³mada, kuantum yürüyücülerin tuzakl� örgüde ya³ama
olas�l�klar� tart�³�lm�³, yürüyücülerin ya³ama olas�l�klar�n�n (survival probability)
zamana ba§l� evriminin gerilmi³ üstel yasaya uydu§u bulunmu³tur.

Anahtar sözcükler: Klasik rastgele yürüyü³, kuantum yürüyü³, e³-evresizlik,
ya³ama olas�l�§�.
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DISCRETE QUANTUMWALKMODEL AND ITS APPLICATIONS

ABSTRACT

In this thesis, discrete quantum walk model is examined and presented some
applications of this model. Quantum walk is a mathematical model which is used for
designing quantum algorithms and explaining quantum diffusion processes. In order
to use the quantum walk's potential fully and compose ef�cient quantum algorithms, it
is important to know its properties and understand its behavior against to decoherence
problem. A lot of studies of the quantum walk's dynamics in the absence and presence
of decoherence have been made and various decoherence models have been presented.
Studies of this subject have still continued. Therefore, in this thesis, quantum walk
and decoherence problems have been examined. In the �rst study, quantum
Hadamard, Fourier and Grover walks have been analyzed in two dimensional trapped
lattice and found that generated decoherence in Hadamard walk is more smaller than
generated in Fourier and Grover walks. In the second study, using the same but three
dimensional trapped lattice model with Hadamard walk, the dependence of dimension
of decoherence has been investigated and relations between decoherence and lattice
dimension have been found. In the last study, survival probability of quantum walkers
has been examined in trapped lattice and found that evaluation of the time dependence
of the survival probability of quantum walkers obeys the stretched exponential law.

Keywords: Classical random walk, quantum walk, decoherence, survival probability.
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BÖLÜM B�R
G�R��

Kuantum yürüyü³ (quantum walk), klasik rastgele yürüyü³ün (classical random
walk) kuantum mekaniksel kar³�l�§�d�r. Kuantum yürüyü³, son y�llarda kuantum
algoritmalar�n�n geli³tirilmesi ve kuantum difüzyon olaylar�n�n aç�klanmas�nda
yayg�n olarak kullan�lan bir modeldir (Grover, 1996; Shor, 1994). Kuantum yürüyü³
ilk defa 1993 y�l�nda Aharonov, Davidovich ve Zagury taraf�ndan modellenmi³tir.
Fakat kuantum yürüyü³ün tarihi, �zik literatüründe etra��ca çal�³�lm�³ olan kuantum
difüzyon dinami§i çal�³malar�na kadar gider (Feynman, Leighton ve Sands, 1964).

Günümüzde kullan�lan dijital bilgisayarlar�n algoritmik çal�³ma prensipleri, klasik
mant�k temeline dayan�r. Mevcut bilgisayarlar�n kapasiteleri geçmi³e oranla ³a³�rt�c�
h�z, bellek ve i³lem kapasitesine sahiptir. Fakat bilgisayar teknolojisinin sürekli
geli³meye devam etmesi ve üreticilerin giderek daha küçük devreler tasarlamas� ile
çok daha h�zl� ve çok yüksek i³lem kapasiteleri olan bilgisayarlar elde etme serüveni
durmaks�z�n devam etmektedir. Bunun sonucu olarak bilgisayar teknolojisi de
kuantum �zi§inin s�n�rlar�na do§ru evrilmektedir. Kuantum hesaplama prensiplerine
göre çal�³an kuantum bilgisayar� elde etmek mümkün olabilecek mi bunu zaman
içinde görece§iz. Fakat ³unu söyleyebiliriz ki, günümüzde kuantum bilgisayar� elde
edebilmek için hem teorik hem de deneysel çal�³malar çok yo§un olarak
sürdürülmektedir.

Kuantum mekani§inin algoritmik problemlerde kullan�lma �kri, Feynman'a kadar
dayan�r. Feynman bu �krin uygulamas�n�, kuantum mekaniksel sistemlerin ancak bir
kuantum sistemi ile modellenebilece§ini dü³ünerek gerçekle³tirmi³tir (Feynman,
1982, 1986). Feynman, kuantum mekaniksel sistemlerin di§er kuantum mekaniksel
sistemleri modellemek için iyi bir donan�ma sahip oldu§unu, bu nedenle kuantum
bilgisayar� ile bu tür bir modellemenin yap�labilece§ini öne sürmü³tür. Bu probleme
bir ba³ka yakla³�mda Deutch (1985) taraf�ndan yap�lm�³t�r. Deutch, kuantum
mekani§i ile Church-Turing prensibini birle³tirmeye çal�³m�³t�r. E§er makine
kuantum mekaniksel ise makinenin �ziksel temeli üzerinde bir uyarlama yap�lmas�

1



2

gerekti§i dü³üncesini önermi³ ve Church-Turing-Deutch prensibini olu³turmu³tur.
Deutch bu çal�³mas�nda ayn� zamanda klasik bilgisayarlarla çözümü mümkün
olmayan fakat kuantum �zi§i prensiplerine uygun, kolay bir çözümü olan ve ilk somut
say�sal çal�³ma olan Deutch algoritmas�n� önermi³tir. Bu algoritma, iki kubitten
olu³an en küçük algoritma olmas�n�n yan�nda sonraki algoritmalar�n da ana bile³enini
olu³turur ve kuantum algoritmalar�n�n nas�l çal�³t�§�n� anlamak aç�s�ndan önemlidir.

Kuantum algoritmalar�nda esas bulu³, Peter Shor (1994) taraf�ndan yap�lm�³t�r.
Shor, büyük bir say�n�n çarpanlar�n� bulmak için etkili bir kuantum algoritmas�
tasarlam�³ ve bu algoritma ile bir tamsay�y� çarpanlar�na ay�rma i³inin en iyi bilinen
klasik kar³�l�§�ndan üstel olarak daha h�zl� yap�labilece§ini göstermi³tir. Shor'un
ard�ndan Grover (1996), önerdi§i algoritma ile s�ral� olmayan bir veri taban�nda arama
probleminin klasik algoritmadan kuadratik olarak daha h�zl� yap�labilece§ini
göstermi³tir. Bu geli³meler, kuantum bilgi ve kuantum hesaplama alanlar�nda
kuantum �zi§i, bilgisayar bilimi, matematik, mühendislik gibi çok çe³itli disiplinlerde
aktif çal�³malar yap�lmas�n� sa§lam�³t�r. Çe³itli problemlerin klasik algoritmalardan
daha etkili çözümü için önerilen kuantum algoritmalar�n�n tasar�m� ve analizi en çok
ilgi gören ara³t�rma konular�ndan biri olmu³tur (Nielsen ve Chuang, 2000).

Mevcut bilgisayarlarda kullan�lan klasik algoritmalar�n ço§u rastgele yürüyü³ü
temel al�r. Di§er bir söyleyi³le rastgele yürüyü³, klasik algoritmalar�n matematiksel
modelidir. Bu nedenle rastgele yürüyü³, klasik algoritmalar�n yap� ta³�d�r diyebiliriz.
Benzer ³ekilde kuantum yürüyü³ modeli de kuantum algoritmalar� ve kuantum
hesaplama için önemli bir yap� ta³�d�r.

Kesikli ve sürekli kuantum yürüyü³ modellerinin ikisi de algoritmalarda çe³itli
problemlerin çözümü için yayg�n bir ³ekilde kullan�lm�³t�r. Kesikli kuantum yürüyü³
için ilk kuantum algoritmalar� Aharonov ve ark. (2001) ve Ambainis ve ark. (2001)
taraf�ndan olu³turulmu³tur. Bu çal�³malar� takiben, hiperküpte (hypercube) kuantum
yürüyü³te bir kö³eden di§er kö³eye ula³ma zaman�n�n (hitting time), klasik durumdan
üstel olarak daha h�zl� oldu§u gösterilmi³ (Kempe, 2005) ve Moore ve Russel (2002)
taraf�ndan yap�lan çal�³mada ayn� h�zl�l�k, yürüyü³ün kararl� bir da§�l�ma ula³mas�
için gerekli zaman olan birle³tirme zaman�nda da (mixing time) elde edilmi³tir.
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Kuantum yürüyü³ kullan�larak kuantum arama (quantum search) algoritmalar�
önerilmi³tir. (Aaronson ve Ambainis, 2005; Ambainis, Kempe ve Rivosh, 2005;
Childs ve Glodstone 2004; Shenvi, Kempe ve Whaley, 2003). Childs ve ark. (2003)
taraf�ndan yap�lan çal�³mada, sürekli kuantum yürüyü³ kullanarak özel bir gra�kte bir
kö³eden di§er kö³eye, klasik durumdan üstel olarak daha h�zl� ula³�labilece§i
gösterilmi³tir. 2007 y�l�nda Ambainis, en etkili kuantum algoritmas�n� olu³turmak için
kuantum yürüyü³ü eleman farkl�l�§� (element distinctness) problemine uygulam�³t�r.
Bu çal�³malar�n yan� s�ra kuantum yürüyü³, sorgu (query) modeli olarak birçok farkl�
probleme uygulanm�³t�r. Bu problemlerden baz�lar� üçgen bulma (Magniez, Santha,
ve Szegedy, 2005), matris çarp�m�n� kontrol etme (Buhrman ve Spalek, 2006), grup
birle³me özelli§ini test etme (Magniez ve Nayak, 2007) olarak say�labilir.

Teorik olarak kuantum yürüyü³, kauntum algoritmalar�nda bir model olarak
kullan�labilmektedir. Fakat kuantum yürüyü³ün algoritmik realizasyonlar�nda önemli
zorluklar�n ortaya ç�kmas� kaç�n�lmazd�r. Bu zorluklardan birisi, bir kuantum
sisteminin çevresiyle etkile³erek klasik sisteme dönmesidir. E³-evresizlik
(dechorence) olarak bilinen bu durum, kuantum yürüyü³lerde de kar³�m�za
ç�kmaktad�r. Kuantum yürüyü³lerde ortaya ç�kabilecek bu tür sorunlar�n detayl�
olarak anla³�labilmesi, kuantum algoritmalar� aç�s�ndan büyük önem ta³�maktad�r. Bu
nedenle son y�llarda kuantum yürüyü³lerinde e³-evresizlik olay� �zikte güncel
problemler aras�na girmi³tir. E³-evresizlik olay�, kuantum algoritma çal�³malar�nda,
ayr�ca bir kat� malzeme içinde elektron ta³�n�m�, bir kubitin optik örgüde veya bir
optik bo³luk (kavite) içinde ta³�n�m�, ya da nötral bir atomun tuzakl� bir optik uzayda
ta³�n�m� gibi pek çok kuantum sürecinde ortaya ç�kmaktad�r. Bu nedenle günümüzde
bu tür sistemler için e³-evresizli§e yol açan mekanizmalar�n anla³�lmas� ve hangi tür
mekanizmalar�n ne miktarda e³-evresizli§e yol açt�§�n�n belirlenmesi büyük önem
ta³�maktad�r. E³-evresizli§in kuantum yürüyü³lerle modellendi§i çe³itli çal�³malar
yay�nlanm�³t�r. Özellikle engelleyici veya so§urucu tuzaklar�n varl�§�nda ya da
yans�t�c� veya so§urucu s�n�r ko³ullar�na sahip geometrilerde yap�lan kuantum
yürüyü³ çal�³malar�nda, e³-evresizlik davran�³� hakk�nda ilginç sonuçlar elde
edilmi³tir. Ancak kuantum yürüyü³lerdeki e³-evresizli§in anla³�lmas�, halen
güncelli§ini koruyan problemler aras�ndad�r.
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Bu tezde, tuzakl� örgü modeli kullanarak, kesikli örgü (discrete lattice) uzay�nda
kuantum yürüyü³ler gerçekle³tirilmi³ ve bu model kullan�larak e³-evresizlik problemi
incelenmi³tir. So§urucu tuzakl� uzay modelinin seçilmesinin önemli bir nedeni vard�r.
Bir kuantum sisteminde kuantum durumlar�n�n tamam�yla yutuldu§u �ziksel
mekanizmalar�n olmas� nedeniyle bu tuzak modeli, �ziksel duruma uygun bir
modeldir. Bu modeli çal�³mak, kuantum ta³�n�m ve kuantum algoritma tart�³malar�
aç�s�ndan faydal� olacakt�r. Ayr�ca konunun yeni olmas� aç�s�ndan bu konuda
literatürde oldukça büyük bir bo³luk vard�r. Bu çal�³madan elde edilecek sonuçlar,
kuantum e³-evresizlik konusunda ara³t�rma yapanlar ve kuantum algoritmas�
geli³tirmeye çal�³anlar için de önemli bir katk� sunacakt�r.

Tez ³u ³ekilde organize edilmi³tir: �kinci Bölüm'de, klasik rastgele yürüyü³ k�saca
sunulduktan sonra kuantum yürüyü³ ve kuantum yürüyü³ modelleri (kesikli ve sürekli
kuantum yürüyü³) ele al�narak kesikli kuantum yürüyü³ modelinin dinami§i ayr�nt�l�
³ekilde incelenmi³tir. Ayr�ca kuantum yürüyü³ün �ziksel uygulamalar�ndan
bahsedilmi³ ve bu bölümde son olarak, kuantum yürüyü³te e³-evresizlik olay� ele
al�nm�³t�r. Üçüncü, Dördüncü ve Be³inci Bölüm'lerde, bu tez kapsam�nda olu³turulan
ve literatüre katk�s� olan kesikli kuantum yürüyü³ çal�³malar� anlat�lm�³t�r. Üçüncü
Bölüm'de, iki boyutlu tuzakl� örgüde kuantum yürüyü³te e³-evresizlik problemi
tart�³�lm�³t�r. Dördüncü Bölüm'de, üç boyutlu tuzakl� kuantum yürüyü³te
e³-evresizli§in boyuta ba§l�l�§� ara³t�r�lm�³t�r. Be³inci Bölüm'de, bir boyutlu tuzakl�
örgüde, birbiriyle etkile³meyen çok parçac�kla gerçekle³tirilen kuantum yürüyü³te,
parçac�klar�n ya³ama olas�l�§�n�n zaman evrimi incelenmi³ ve son olarak alt�nc�
bölümde ise yap�lan çal�³malar�n sonuçlar� k�saca yorumlanm�³t�r.



BÖLÜM �K�
KUANTUM YÜRÜYÜ� VE E�-EVRES�ZL�K

2.1 Giri³

Klasik rastgele yürüyü³, Brownian hareketin özel bir hali olup, genellikle bir örgü
uzay� üzerinde gerçekle³en stokastik hareketi temsil eder. Rastgele yürüyü³, basit
görüntüsüne ra§men oldukça güçlü matematiksel yap�s� olan bir modeldir ve �zik,
ekonomi, biyoloji, kozmoloji gibi çok çe³itli alanlarda uygulamalar� vard�r
(Guillotin-Plantard, ve Schott, 2006). Kuantum yürüyü³ modeli, klasik rastgele
yürüyü³ modelinde oldu§u gibi pek çok alana henüz uygulanmam�³ olsa da kuantum
hesaplama prensiplerine dayal� olarak çal�³abilecek kuantum bilgisayarlar� için
geli³tirilecek algoritma modelleri olu³turmak için önemli adaylardan birisidir. Bu
nedenle kuantum yürüyü³ modelinin �ziksel sistemlere uygulanabilirli§i, dinami§i,
sonuçlar� oldukça önemlidir. Bu bölümde, klasik rastgele yürüyü³, kuantum yürüyü³
ve kuantum yürüyü³te e³-evresizlik konular� k�saca ele al�nm�³t�r.

2.2 Klasik Rastgele Yürüyü³

Rastgele yürüyü³ terimi ilk defa 1905 y�l�nda Pearson taraf�ndan, "sarho³
yürüyü³ü" olarak bilinen probleme çözüm önerdi§i çal�³mas�nda kullan�lm�³t�r. Bu ilk
uygulamadan k�sa bir süre sonra Brownian hareketin aç�klamas� Einstein (1905)
taraf�ndan yap�lm�³t�r. Brownian hareket, denge halindeki gaz yada s�v� içindeki
büyük toz parçac�klar�n�n rastgele yürüyü³ ile modellenmesine dayan�r. Bu modelden
ba§�ms�z olarak bir y�l sonra benzer teorik bir çal�³ma, Smoluchowski (1906)
taraf�ndan yap�lm�³t�r. Klasik rastgele yürüyü³te bir veya birden fazla parçac�k
stokastik hareket yaparak yer de§i³tirebilir. Bu parçac�klar, etkile³imli veya
etkile³imsiz olabilirler. Burada temel olan ³ey, klasik rastgele yürüyü³ün �ziksel
argüman�n klasik bir parçac�k olmas�d�r. Bu yürüyü³te parçac�k, ko³ullu veya
ko³ulsuz olas�l�k dinami§i kurallar�na göre hareket eder. Basit rastgele yürüyü³ bize,

5
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makroskobik bir difüzyon sürecinin mikroskobik temsilini ve modelini sunar.
Geçekten de rastgele yürüyü³ süreci, süreklilik limitinde makroskobik difüzyon
dinami§ini verir. Bu sayede difüzyon denklemi, basit bir rastgele yay�l�m sürecinden
elde edebilebilir. Bunun yan�nda basit bir rastgele yürüyü³ sürecine baz� ek ko³ullar
konuldu§unda, kesirli (fractional) difüzyon denklemi, Fokker-Planck, Langevin ve bu
denklemlerin kesirli hallerini de elde etmek mümkündür.

Ayr�ca klasik rastgele yürüyü³, algoritmik problemlere uygulanabilmesi aç�s�ndan
da teorik bilgisayar biliminin yap� ta³lar�ndan biri olarak kabul edilir. Örne§in, klasik
rastgele yürüyü³, gra�k birle³tirici (Sinclair, 1993), 3-SAT (Schöning, 1999) ya da
matrisin süreklili§i (Jerrum, Sinclair, ve Vigoda, 2001) gibi birçok problemin
çözümünde kullan�l�r.

2.2.1 Bir Boyutlu Örgü Üzerinde Klasik Rastgele Yürüyü³

Basit rastgele yürüyü³, parçac�§�n örgü üzerinde kesikli zaman ad�mlar�nda
hareket etti§i stokastik bir süreçtir. Yürüyü³ün bir boyutlu örgü üzerinde
gerçekle³ti§ini dü³ünürsek, her ad�mda parçac�k, bulundu§u konumdan sa§�ndaki
veya solundaki en yak�n kom³u örgü noktalar�na e³it olas�l�kla hareket eder.
Parçac�§�n sa§a ve sola gidi³i rastgele bir olay olan para at�³�n�n yaz� ve tura
gelmesine göre belirlenebilir. Parçac�§�n (t = 0) an�nda (x = 0) noktas�nda oldu§unu
dü³ünelim. �lk ad�mdan sonra parçac�k, 1/2 olas�l�kla x = 1 noktas�nda ya da x = −1

noktas�nda bulunur. Bu i³lem birçok kez tekrarland�§�nda, parçac�§�n t an�nda, x

konumunda bulunma olas�l�§�,

P (x, t) =
1

2
P (x− 1, t− 1) +

1

2
P (x + 1, t− 1), x ∈ Z (2.2.1)

³eklinde tekrarlama ba§�nt�s� yard�m�yla bulunabilir. P (0, 0) = 1 ba³lang�ç ko³ulu ve
(2.2.1) ba§�nt�s� kullan�larak P (x, t) olas�l�k da§�l�m� çizdirildi§inde, �ekil (2.1)'den
de görüldü§ü gibi Gaussyan da§�l�m elde edilir. Yürüyü³ün örgü üzerinde yay�l�m�n�
karakterize etmek için varyans�n�n zamanla de§i³imini incelemek gerekir.



7

-100 -50 0 50 100
0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

 

 

P
(x

,t=
10

0)

x
�ekil 2.1 t = 100 zaman ad�m� sonunda bir boyutta
klasik rastgele yürüyü³te konumlar�n olas�l�k da§�l�m�.

2.2.2 Klasik Rastgele Yürüyü³te Varyans ve Momentler

Bir boyutta varyans,
σ2(t) = 〈x2〉 − 〈x〉2 (2.2.2)

denklemi ile verilir. Bu denklemde 〈x〉 ve 〈x2〉, P (x, t)'nin birinci ve ikinci
momentleridir.

Bir boyutlu örgü üzerinde rastgele yürüyü³ü gerçekle³tiren M parçac�k oldu§unu
dü³ünelim. i. parçac�§�n konumu xi ise M parçac�§�n ortalama konumu ya da rastgele
yürüyü³ün birinci momenti,

〈x〉 =
1

M

M∑
i=1

xi (2.2.3)

³eklinde verilir. E§er yürüyü³ü x konumunda bitiren parçac�k say�s� ω(x) ise bu
denklem,

〈x〉 =
1

M

∑
x

ω(x) (2.2.4)

³eklinde de ifade edilebilir. Bir parçac�§�n sa§a ve sola gitme olas�l�§� e³it oldu§undan,
x konumunda ne kadar parçac�k varsa −x konumunda da o kadar parçac�k olacakt�r.
Bu durumda denklemindeki toplamda xω(x) ve −xω(x) birbirini yokeder ve rastgele
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yürüyü³ için birinci moment,
〈x〉 = 0 (2.2.5)

olarak bulunur. Bu sonuca göre bir boyutta kuantum yürüyü³te ortalama yerde§i³tirme
s�f�rd�r. Denklem (2.2.2)'de 〈x〉 yerine yaz�ld�§�nda, bir boyutta rastgele yürüyü³ için
varyans,

σ2 = 〈x2〉 (2.2.6)

³ekline dönü³ür. Varyans� hesaplayabilmek için ikinci momenti bilmek gerekir.

N ad�m sonunda parçac�§�n konumu x ise, orijinden yürüyü³e ba³layan parçac�k için
x,

x =
N∑

j=1

∆j (2.2.7)

denklemiyle tan�mlanabilir. Bu denklemde ∆j , j. ad�mdaki yerde§i³tirmeyi gösterir.
x2'de (2.2.7) denklemine benzer ³ekilde,

x2 =
N∑

i=1

∆i

N∑
j=1

∆j (2.2.8)

³eklinde tan�mlanabilir. Bu denklemde her iki taraf�n ortalamas� al�narak ikinci moment
〈x2〉,

〈
x2

〉
=

〈
N∑

i=1

∆i

N∑
j=1

∆j

〉
=

〈
N∑

i=1

N∑
j=1

∆i∆j

〉
=

N∑
i=1

N∑
j=1

〈∆i∆j〉 (2.2.9)

olarak bulunur. Ad�mlar birbirinden ba§�ms�z oldu§undan, (i 6= j) iken
〈∆i∆j〉 = 0'd�r. Bu durumda (2.2.9) denklemi, (i = j) için yeniden yaz�l�rsa,

〈
x2

〉
=

N∑
j=1

〈
∆2

j

〉
(2.2.10)

ifadesi elde edilir. Her ad�m uzunlu§unun ayn� oldu§u kabul edilip, bu uzunluk l ile
gösterilirse, ikinci moment her ad�mda sabit bir say�ya e³it olur.

〈x2〉 = Nl2 (2.2.11)
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Bu sonuca göre varyans,
σ2 = 〈x2〉 = Nl2 (2.2.12)

olarak bulunur ve varyans�n karekökü ile tan�mlanan standart sapma da,

√
σ2 =

√
〈x2〉 =

√
Nl (2.2.13)

ifadesine e³it olur. Standart sapma, N ad�m sonra parçac�§�n yürüyü³e ba³lad�§�
noktadan ne kadar uzakta oldu§unu gösterir. Bu sonuca göre ad�m uzunlu§u l = 1

al�nd�§�nda, bir boyutlu örgüde rastgele yürüyü³ yapan parçac�k, ba³lang�ç noktas�ndan
ad�m say�s�n�n karekökü kadar uzakla³m�³ olur.

2.2.3 Klasik Rastgele Yürüyü³ ve Difüzyon Denklemi

Rastgele yürüyü³, süreklilik limitinde, klasik difüzyon denklemi ile tan�mlanabilir
(Hughes, 1995; Weiss, 1994). Difüzyon denklemi elde edilirken, bir boyutlu rastgele
yürüyü³ü kullanmak, matematiksel ifadelerin türetilmesinde kolayl�k sa§lar. Bu alt
bölümde, bir boyutlu klasik rastgele yürüyü³ten yola ç�k�larak difüzyon denkleminin
elde edili³i ve bu denklemin çözümü gösterilmi³tir.

Bir boyutta rastgele yürüyü³te, yürüyücünün sa§a do§ru bir ad�m atma olas�l�§� a,
sola do§ru bir ad�m atma olas�l�§� b = 1− a ile gösterilirse, yürüyücünün N + 1 ad�m
sonunda i konumunda olma olas�l�§� P (i, N + 1),

P (i, N + 1) = aP (i− 1, N) + bP (i + 1, N) (2.2.14)

³eklinde tan�mlanan tekrarlama ba§�nt�s� yard�m�yla bulunabilir. Süreklilik limitinde,
kesikli de§i³kenler (i, N), sürekli de§i³kenler (x, t) ile yerde§i³tirmelidir. De§i³kenler
aras�ndaki ili³ki,

t = N∆t ve x = i∆x (2.2.15)

³eklinde verilir. Burada ∆x, örgü noktalar� aras�ndaki mesafeyi, ∆t, ard arda gelen
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ad�mlar aras�ndaki zaman� belirtir. Bu tan�mlamalar alt�nda P (i, N + 1),

P [i, N + 1] = p[i∆x, (N + 1)∆t] (2.2.16)

formunda yaz�labilir ve denklem (2.2.14) de,

p[i∆x, (N + 1)∆t] = ap[(i− 1)∆x,N∆t] + bp[(i + 1)∆x, N∆t] (2.2.17)

³ekline dönü³ür. ∆t → 0, ∆x → 0 limitinde, x = 0 ve t = 0 civar�nda, denklem
(2.2.17) Taylor serisine aç�ld�§�nda, bu denklemdeki terimler tek tek a³a§�daki gibi
bulunur.

p[i∆x, (N + 1)∆t] ≈ p(x, t) + ∆t
∂p(x, t)

∂t
+ . . . (2.2.18)

p[(i± 1)∆x, N∆t] ≈ p(x, t)±∆x
∂p(x, t)

∂x
+

1

2
(∆x)2∂2p(x, t)

∂x2
. . . (2.2.19)

Bu terimlere göre denklem (2.2.17) yeniden düzenlenip, gerekli sadele³tirmeler
yap�l�rsa,

∆t
∂p(x, t)

∂t
= (a− b)∆x

∂p(x, t)

∂x
+

1

2
(∆x)2∂2p(x, t)

∂x2
(2.2.20)

denklemi elde edilir. ((∆x)2/2∆t) oran� sonlu iken, ∆t → 0 , ∆x → 0 limitinde,

D = lim
∆t,∆x→0

(∆x)2

2∆t
(2.2.21)

ve
v = lim

∆t,∆x→0
(b− a)

(∆x)

∆t
(2.2.22)

tan�mlamalar� yap�l�rsa denklem (2.2.20),

∂p(x, t)

∂t
= D

∂2p(x, t)

∂x2
− v

∂p(x, t)

∂x
(2.2.23)

³eklini al�r. (2.2.23) denklemi, Fokker-Planck denklemi olarak bilinir ve bu denklemde
D, difüzyon katsay�s�n�, v, sürüklenme h�z�n� gösterir. Rastgele yürüyü³te her zaman
ad�m�nda sa§a ve sola ad�m atma olas�l�§� e³it ise sürüklenme h�z�, v = 0 olur ve bu
durumda (2.2.23) denklemi,

∂p(x, t)

∂t
= D

∂2p(x, t)

∂x2
(2.2.24)
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klasik difüzyon denklemine indirgenir.

−∞ < x < ∞ aral�§�nda ve t > 0 iken denklem (2.2.24)'ün çözümü, p(x, 0) = δ(x)

ba³lang�ç ko³ulu kullan�larak Fourier dönü³ümü yard�m� ile yap�labilir. p(x, t)'nin
Fourier dönü³ümü,

p̃(w, t) =

∫ ∞

−∞
eiwxp(x, t)dx (2.2.25)

³eklindedir.
(

∂n

∂xn p(x, t)
)
fonksiyonunun Fourier dönü³ümü ise,

∫ ∞

−∞
eiwx ∂n

∂xn
p(x, t) = (−iw)np̃(w, t) (2.2.26)

³eklinde verilir. (2.2.25) ve (2.2.26) ba§�nt�lar� kullan�larak, (2.2.24) denkleminin
Fourier dönü³ümü,

∂

∂t
p̃(w, t) = −Dw2p̃(w, t) (2.2.27)

³eklinde elde edilir. Bu denklemin çözümü,

p̃(w, t) = p̃(w, 0) exp(−Dw2t) (2.2.28)

formundad�r. (2.2.28) denklemdeki p̃(w, 0) terimi, p(x, 0) = δ(x) ile verilen ba³lang�ç
ko³ulunun Fourier dönü³ümünü ifade eder ve bu dönü³üm,

p̃(w, 0) = 1 (2.2.29)

olarak bulunur. Bu durumda denklem (2.2.28),

p̃(w, t) = exp(−Dw2t) (2.2.30)

³ekline dönü³ür. p(x, t) fonksiyonunu elde etmek için denklem (2.2.30)'a ters fourier
dönü³ümü uygulan�rsa,

p(x, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−iwxp̃(w, t)dw (2.2.31)

=
1

2π

∫ ∞

−∞
exp(−iwx−Dw2t)dw (2.2.32)

ifadesi elde edilir. �ntegralin kolay al�nabilmesi için üstel ifade tam kare formunda
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yaz�l�rsa,

p(x, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
exp

[
−

(√
Dtw − ix

2
√

Dt

)2

− x2

4Dt

]
dw (2.2.33)

=
1

2π
exp

(
− x2

4Dt

)∫ ∞

−∞
exp

[
−

(√
Dtw − ix

2
√

Dt

)2
]

dw (2.2.34)

denklemi elde edilir. ξ =
(√

Dtw − ix
2
√

Dt

)
de§i³ken dönü³ümü yap�l�p, (2.2.34)

ifadesi tekrar düzenlenirse,

p(x, t) =
1√

4π2Dt
exp

(
− x2

4Dt

) ∫ ∞

−∞
exp(−ξ2)dξ (2.2.35)

³eklinde bilinen bir integral ifadesine dönü³ür. Bu integralin çözümü,
∫ ∞

−∞
exp(−ξ2)dξ =

√
π (2.2.36)

³eklinde verilir. �ntegralin çözümü, denklem (2.2.35)'de yerine yaz�larak,

p(x, t) =
1√

4πDt
exp

(
− x2

4Dt

)
(2.2.37)

ifadesi elde edilir. Elde edilen bu çözüme göre olas�l�k da§�l�m fonksiyonu p(x, t),
konum ortalamas� s�f�r, varyans� 2Dt olan Gaussyan da§�l�ma uymaktad�r.

2.3 Kuantum Yürüyü³

Kuantum yürüyü³, klasik rastgele yürüyü³ün süperpozisyon (üst üste binme) ve
giri³im gibi kuantum mekani§i sonuçlar� kullan�larak genelle³tirilmi³ halidir. Klasik
rastgele yürüyü³te, yürüyü³ü gerçekle³tiren eleman bir parçac�kt�r ve bu parçac�k,
konum uzay�nda belirli bir olas�l�kla hareket eder. Kuantum yürüyü³ün eleman� ise
parçac�k de§il, bir kuantum durumudur (quantum state). Klasik yürüyü³te parçac�klar
giri³im yapmaz ve her hangi bir t an�nda uzay�n yaln�zca bir noktas�nda bulunabilirler.
Fakat kuantum yürüyü³ yapan bir durum, ayn� anda uzay�n her noktas�nda bulunabilir.
Bir kuantum ölçümü yapana kadar kuantum durumunun uzay�n hangi noktas�na
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lokalize olaca§�n� bilmek olas� de§ildir. Ancak ölçüm sonucunda, kuantum durumunu
bir parçac�k olarak uzay�n her hangi bir noktas�nda gözlemlememiz mümkündür.
Ayr�ca kuantum �zi§i ilkelerine göre kuantum durumlar� giri³im yapma özelli§ine de
sahiptirler. Kuantum yürüyü³te bir kuantum durumu, ayn� anda muhtemel yollar�
kontrol ederek farkl� yollar�n giri³imine kar³�l�k gelen genlikler ile hareket eder. Bu
durum, kuantum yürüyü³te varyans�n, ad�m say�s�n�n karesiyle orant�l� artmas�na yol
açar. Klasik yürüyü³te ise varyans, ad�m say�s� ile lineer artar. Bu da bize, kuantum
yürüyü³ün klasik rastgele yürüyü³ten kuadratik olarak daha h�zl� yay�ld�§�n� gösterir
ve kuantum algoritmas� olarak kullan�labilece§inin sinyallerini verir.

Kuantum yürüyü³te klasik parçac�§�n yerini, elektron, atom yada foton gibi bir
kuantum parçac�§� ve stokastik evrimin yerini, üniter evrim al�r. Kuantum yürüyü³ün
zaman evrimi, ara basamaklarda ölçüm yap�lmadan her zaman ad�m�nda evrim
operatörünün ba³lang�ç durumuna uygulanmas�yla olu³ur ve zaman evriminde
kuantum giri³imden dolay� kuantum yürüyü³, klasik rastgele yürüyü³ten farkl�
davran�³ gösterir (Kempe, 2003). Klasik rastgele yürüyü³te y�k�c� giri³im
bulunmamas�na ra§men kuantum yürüyü³te ayn� noktada bulu³an iki farkl� yol
birbirini yok ederek y�k�c� giri³ime neden olabilir ve bu durum kuantum yürüyü³te,
klasik rastgele yürüyü³ün olas�l�k da§�l�m� olan Gaussyan da§�l�mdan çok farkl� bir
olas�l�l�k da§�l�m�n�n olu³mas�na neden olur.

Sürekli kuantum yürüyü³ ve kesikli kuantum yürüyü³ olmak üzere kuantum
evrimini karakterize eden iki farkl� model bulunur. 1998 y�l�nda Farhi ve Gutmann
taraf�ndan kullan�lan sürekli kuantum yürüyü³te, yürüyü³ direkt olarak konum uzay�
ile tan�mlanabilir. Yönelim uzay�na gerek yoktur. 1990'lar�n ba³�nda Aharonov ve
ark. taraf�ndan kullan�lan kesikli kuantum yürüyü³te ise parçac�§�n yönelimini
belirlemek için konum uzay�n�n yan�nda, yönelim uzay�na da ihtiyaç vard�r. Sürekli
kuantum yürüyü³ ile kesikli kuantum yürüyü³ün sonuçlar� genellikle benzerdir. Fakat
kesikli kuantum yürüyü³, kuantum algoritmalar� olu³turmada daha etkilidir. Çünkü
bir kuantum bilgisayar�, kesikli kay�tlarla çal�³�r. Kuantum yürüyü³ün kesikli olmas�
ise onu, bir kuantum bilgisayar� ile hesaplamam�za olanak verecektir. Böylece
kuantum yürüyü³ü kullanarak, bir kuantum bilgisayar�nda kullan�labilecek daha etkili
algoritmalar bulmak olas�d�r. Bu nedenle bu tez kapsam�nda, kesikli kuantum yürüyü³
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üzerine yo§unla³�lm�³t�r.

2.3.1 Kesikli Kuantum Yürüyü³ Modeli

Bir boyutta kuantum yürüyü³te, her bir zaman ad�m�nda parçac�k, sa§ ve sol
genliklerin e³it oldu§u süperpozisyon durumunda hareket eder. Fakat böyle bir
yürüyü³, yöntemin üniter olmamas�ndan dolay� �ziksel olarak imkans�zd�r. Sadece
homojen üniter yöntemler kom³u örgü noktalar� aras�ndaki geçi³i sa§lar. E§er
parçac�k, hareketini destekleyen ekstra bir serbestlik derecesine sahip olursa, üniter
bir yürüyü³ sa§lanabilir. Böylece parçac�k, yönelim ve konum olmak üzere iki
serbestlik derecesine sahip olur.

Yürüyü³ Hilbert uzay�nda HC ⊗HP ile gösterilir. HC yönelim uzay�, HP , konum
uzay�d�r. t an�nda sistemin durumu,

|ψ(t)〉 =
1∑

j=0

∞∑
m=−∞

Aj,m(t) |j〉 |m〉 (2.3.1)

ile verilir. Aj,m genli§i, reel yada kompleks say� olabilir ve
∑

j,m |Aj,m|2 = 1

denklemini sa§lar. Durum vektörü |m〉, m = 0,±1,±2, . . . ,±∞ olmak üzere örgü
üzerinde yürüyücünün konumunu belirtir. Durum vektörü |j〉, |↑〉 = |0〉 yada
|↓〉 = |1〉 durumlar�nda bulunur ve sa§a veya sola yönelimi belirtir. |↑〉 ve |↓〉 standart
bazlarda,

|↑〉 =


 1

0


 , |↓〉 =


 0

1


 (2.3.2)

vektörleriyle gösterilir. Kuantum yürüyü³ün zaman evrimi,

|ψ(t + 1)〉 = U |ψ(t)〉 (2.3.3)

ile gösterilir. Yürüyü³ün bir ad�m�, U operatörü ile verilir. U operatörü,

U = S(C ⊗ I) (2.3.4)
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olarak gösterilir. C, Coin (kuantum para) operatördür ve sadece yönelim uzay�na etki
eder. S, öteleme operatörü ise durum uzay�na etki eder. I , birim operatördür. Üniter
dönü³ümC'nin seçimi key�dir veC'yi de§i³tirerek farkl� davran�³larda birçok yürüyü³
tan�mlanabilir. Herbir zaman ad�m�nda parçac�§�n yöneliminin Hadamard dönü³ümü
sonucunda belirlendi§i yürüyü³e Hadamard yürüyü³ü denir.

Bir boyutta Hadamard operatörü,

H =
1√
2


 1 1

1 −1


 (2.3.5)

olarak verilir. Hadamard dönü³ümü ayr�labilirdir ve uzaysal serbestlik dereceleri
aras�nda dola³�kl�k olu³maz. Bu özellik bize, Hadamard dönü³ümünü her uzay boyutu
için bir i³lemciye ay�rma olana§� verir. Bir boyut için Hadamard operatörü, P ve Q

gibi iki i³lemciye ayr�labilir.

P =


 0 0

1√
2
− 1√

2


 , Q =




1√
2

1√
2

0 0


 (2.3.6)

H = P + Q'ya e³ittir. P , yürüyücünün sa§a do§ru Q, sola do§ru e³it olas�l�kla
hareketini temsil eder.

Hadamard i³lemcisi |↑〉 ve |↓〉 durumlar�na uyguland�§�nda,

H |↑〉 =
1√
2
(|↑〉+ |↓〉) (2.3.7)

H |↓〉 =
1√
2
(|↑〉 − |↓〉) (2.3.8)

süperpozisyon durumlar� olu³ur. Bundan sonra öteleme operatörü S, yürüyücünün
hareketini durum vektörlerine göre a³a§�daki gibi belirler.

S |↑〉 |m〉 = |↑〉 |m + 1〉 (2.3.9)

S |↓〉 |m〉 = |↓〉 |m− 1〉 (2.3.10)
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�ekil 2.2 Ba³lang�ç durumu |↑〉 ⊗ |0〉 olan kuantum
yürüyü³ü için 100 ad�m sonunda konumlar�n asimetrik
olas�l�k da§�l�m�.

U dönü³ümü sonucunda, t + 1 an�nda, m konumunda yürüyücünün dalga fonksiyonu,

|ψ(m, t + 1)〉 = P |ψ(m + 1, t)〉+ Q |ψ(m− 1, t)〉 (2.3.11)

denklemiyle bulunur. Dalga fonksiyonu,

|ψ(m, t)〉 =


 |ψ↑(m, t)〉
|ψ↓(m, t)〉


 (2.3.12)

³eklinde iki bile³ene sahiptir. Yürüyücünün, t an�nda, m konumunda bulunma olas�l�§�
da,

P (m, t) = | 〈↑ | ψ(m, t)〉 |2 + | 〈↓ | ψ(m, t)〉 |2 (2.3.13)

ba§�nt�s� ile verilir.

H ve S operatörlerinin | ↑〉 ⊗ |0〉 durumuna s�ras�yla uygulanmas�yla,

| ↑〉 ⊗ |0〉 H−→ 1√
2
(|↑〉+ |↓〉)⊗ |0〉

S−→ 1√
2
(| ↑〉 ⊗ |1〉+ | ↓〉 ⊗ | − 1〉) (2.3.14)
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�ekil 2.3 Ba³lang�ç durumu 1√

2
(|↑〉 + i |↓〉) ⊗ |0〉

olan kuantum yürüyü³ü için 100 ad�m sonunda simetrik
olas�l�k da§�l�m�.

elde edilir. Bu durumun standart bazlarda ölçülmesi ile 1/2 olas�l�kla {| ↑〉 ⊗ |1〉,
| ↓〉 ⊗ | − 1〉} sonuçlar�ndan biri elde edilir. Bu ölçümden sonra spinler aras�nda
korelasyon olmaz. E§er kuantum yürüyü³e, her iterasyonda ölçüm yaparak devam
edilirse, klasik rastgele yürüyü³ün sonuçlar�na ula³�l�r.

Kuantum yürüyü³te ara iterasyonlarda ölçüm yap�lmaz. Böylece farkl� konumlar
aras�ndaki korelasyon korunmu³ olur. Bu, daha sonraki ad�mlarda durumlar aras�nda
giri³im etkilerinin olu³mas�na neden olur. Giri³im etkileri nedeniyle kuantum yürüyü³,
da§�l�m�n Gaussyan olmamas� ve da§�l�m�n yürüyü³teki ad�m say�s�na lineer ba§l�
olmamas� gibi farkl� davran�³lar sergiler.

|↑〉 ⊗ |0〉 ba³lang�ç durumu ile ba³land�§�nda, 100 ad�m sonunda kuantum yürüyü³,
�ekil (2.2)'den de görüldü§ü gibi asimetrik olas�l�k da§�l�m� verir. Bu asimetriklik,
kuantum durumlar�n�n yap�c� ve y�k�c� gir³iminden kaynaklan�r. Yürüyü³e |↓〉 ⊗ |0〉
durumu ile ba³land�§�nda, bu sefer sola do§ru meyil gözlenir. Simetrik bir da§�l�m elde
etmek için | ↑〉 ve | ↓〉 durumlar�n�n süperpozisyonu olan bir durumla ba³lamak gerekir.
Böylece ba³lang�ç durumu,

|Φ〉 =
1√
2
(| ↑〉+ i| ↓〉)⊗ |0〉 (2.3.15)
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olur. Hadamard operatörü duruma herhangi bir kompleks genlik ilave etmeyece§inden,
| ↑〉 durumu için reel, | ↓〉 durumu için tamamen sanal k�s�mlar elde edilir ve böylece bu
durumlar aras�ndaki giri³im engellenmi³ olur ve toplamda§�l�m�ekil (2.3)'te görüldü§ü
gibi simetrik hale gelir.

Klasik rastgele yürüyü³te t ad�m sonra varyans, σ2 = t olur ve orjinden beklenen
uzakl�k, σ =

√
t 'dir. Kuantum yürüyü³te varyans, σ2 = t2 olup orjinden beklenen

uzakl�k, σ ∼ t kadard�r. Bu sonuç, kuantum yürüyü³ün kuadratik olarak daha h�zl�
oldu§unu gösterir. Ayr�ca �ekil (2.2) ve (2.3)'ten de görüldü§ü gibi yürüyü³, [− t√

2
, t√

2
]

aral�§�na yay�lm�³t�r. Bu durum da klasik duruma tamamen z�tt�r. Çünkü klasik
durumda da§�l�m, orjin etraf�nda bir pik yapar ve üstel olarak dü³erek orjinden uzakla³�r.

2.3.2 Sürekli Kuantum Yürüyü³ Modeli

Kesikli yürüyü³ modeli, kuantum olaylar�n� rastgele yürüyü³e uygulaman�n
yollar�ndan biridir. Bir di§er yol ise sürekli zaman modelidir. Bu model, kesikli
modelden çok uzak görünmesine ra§men baz� benzer yanlar� da vard�r.

Sürekli kuantum yürüyü³te konum uzay� Hp 'dir. Kesikli kuantum yürüyü³teki gibi
bir yönelim uzay�na gerek yoktur. Bu modelin temeli, sürekli klasik Markov zincirine
dayan�r. Bunu, V tepe noktas� tak�m�na sahip gra�k üzerinde rastgele yürüyü³ ile
aç�klamaya çal�³al�m. Klasik rastgele yürüyü³te bir ad�m, M matrisi ile gösterilebilir.
Mi,j giri³leri, yürüyü³ün bir ad�m�nda parçac�§�n i'den j'ye geçme olas�l�§�n� verir.
~pt = (pt

1, p
t
2, . . . p

t
|V |), t zamanda V tepe noktas� üzerinden olas�l�k da§�l�m� ise,

pt+1
i =

∑
j

Mi,jP
t
j (2.3.16)

ile verilir. Di§er bir yaz�m ³ekliyle,

~pt+1 = M~pt (2.3.17)

³eklinde ifade edilir. Sadece i'den j'ye geçme olas�l�§� s�f�rdan farkl� oldu§unda, Mi,j
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giri³leri s�f�rdan farkl� olur.

Mi,j =





1/dj, i 6= j ve i ve j ba§l�
0, di§er durumlarda

(2.3.18)

Bu denklemde dj , tepe nokas� j'nin derecesini belirtir. �³lem, M 'in iterasyonu ile
devam eder ve sadece tamsay� zamanlarda durumlar� dönü³türür. Yöntemi zamanda
sürekli yapmak için geçi³lerin her zaman oldu§unu kabul edebiliriz. Bu durumda,
parçac�§�n bir tepe noktas�ndan kom³usuna atlama oran� γ ile verilir. γ zamandan
ba§�ms�z bir sabittir. Yani kom³u dü§ümler aras�ndaki geçi³, her birim zamanda γ

olas�l�kla gerçekle³ir. Bu yöntem için sonsuz küçük, üretici matris H ,

Hi,j =





−γ, i 6= j ve i ve j ba§l�
0, i 6= j ve i ve j ba§l� de§il

diγ, i = j

(2.3.19)

³eklinde verilir. E§er pi(t), parçac�§�n t an�nda, i tepe noktas�nda bulunma olas�l�§�n�
gösterirse geçi³, (2.3.16) denklemiyle benzer olur ve a³a§�daki diferansiyel denklemle
tan�mlan�r.

dpi(t)

dt
= −

∑
j

Hi,jpj(t) (2.3.20)

Bu denklemi çözerek, (2.3.17) denkleminin benzeri,

~p(t) = exp(−Ht)~p(0) (2.3.21)

e³itli§ini elde ederiz. Markov zinciri teorisi, kesikli ve sürekli modeller aras�nda
birçok ba§lant� sa§lar. Birle³tirme zamanlar� (mixing times), so§urma olas�l�§� gibi
büyüklükler, iki modelde de benzer davran�³a sahiptir.

Bu yap�y� kuantum durumuna ta³�mak için Farhi ve Gutman (1998) taraf�ndan
bir çal�³ma yap�lm�³t�r. Bu çal�³mada üretici matris yerine, U(t) evrimini üreten
Hamiltonyen kullan�lm�³t�r. Bu durumda (2.3.20) denklemi, a³a§�daki gibi Schrödinger
denklemine dönü³ür.

d

dt
|ψ(t)〉 = −iH |ψ(t)〉 (2.3.22)
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�ekil 2.4 G4 gra�§i.

Bu denklemin çözümü ile zaman evrimi de a³a§�daki forma dönü³ür.

U(t) = exp(−iHt) (2.3.23)

|ψ〉 ba³lang�ç durumu ile ba³layarak, t zaman için U dönü³ümünü uygularsak ve
sonuç durumlar�n�n konumunu ölçersek önceki gibi gra�§in tepe noktalar� üzerinden
bir olas�l�k da§�l�m� elde ederiz. Bu tan�mlamalar alt�nda, kuantum yürüyü³te gra�kler
çal�³�lm�³t�r (Farhi ve Gutmann, 1998). Childs, Farhi ve Gutmann (2002) taraf�ndan
yap�lan çal�³mada, sonlu bir gra�kte bir kö³eden di§er kö³eye ula³ma zaman�n�n (hitting
time) klasik ve kuantumyürüyü³te üstel ayr�mgösterdi§i bulunmu³tur. Böyle bir gra�§e
örnek olarak �ekil (2.4)'te 2 tane 4 düzeyli parçadan olu³an G4 gra�§i verilmi³tir.

Klasik olarak sürekli yürüyü³, kesikli yürüyü³te zaman ad�m�n�n uzunlu§u s�f�ra
yakla³t�§�nda olu³an limit durumdur. Fakat kuantum yürüyü³ için bu do§ru de§ildir.
E§er kesikli yürüyü³te zaman ad�m�n� giderek küçültürsek, `yönelim' kayd� de§i³meden
kal�r. Bu yüzden limit durum, sürekli yürüyü³ü vermez. Bu sonuçtan yola ç�karak,
baz� durumlarda kuantum yürüyü³ün bir çe³idinin di§erinden daha faydal� olabilece§i
anlam�n� ç�karabiliriz. Fakat bütün bilinen örnekler, iki yürüyü³te de benzer davran�³lar
göstermektedir.
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2.4 Kuantum Yürüyü³ün Fiziksel Uygulamalar�

Kuantum yürüyü³ün �ziksel olaylara uygulanmas�, kuantum bilgisayarlar� ile
yap�labilir. Fakat bu makinalar�n henüz geni³ ölçekli in³a edilememesi, �ziksel
uygulamalar� k�s�tlamaktad�r. Bir gra�§in yap�s�n�n kullan�labilmesi yada bir paran�n
karakterinin kullan�labilmesi gibi özellikler kuantum yürüyü³ün gerçek �ziksel
sistemlere uygulanmas�n� kolayla³t�rmaktad�r. Böyle bir uygulama, tam donaml� bir
kuantum bilgisayar� olu³turmak için yeterli de§ildir. Fakat kuantum yürüyü³ü
çal�³mak ve kuantum yürüyü³ü temel alarak algoritmik problemler çözmek hala
memnun edici sonuçlar vermektedir. Bu nedenle çe³itli �ziksel sistemler için öneriler
yap�lmaktad�r (Dür ve ark. 2002; Sanders, Bartlett, Tragenna ve Knight, 2002;
Travaglione ve Milburn, 2002).

Bugün itibar�yla, hangi �ziksel yap�n�n kuantum bilgisayarlar� in³a etmek için en
uygun oldu§u belli de§ildir. Bir kuantum bilgisayar� için kuantum mant�k kap�lar�na
ve kubitlere ihtiyac�m�z oldu§unu biliyoruz. Bu da birçok yoldan yap�labilir.
Kuantum bilginin bu kar³�lanabilirli§i, nükleer manyetik rezonans sistemleri, optik
oyuklar, kat�hal uygulamalar�, iyon tuzaklar�nda optik örgüler gibi birçok alanda
çal�³malar�n yap�lmas�na sebep olmu³tur.

Benzer ³ekilde, kuantum yürüyü³ uygulamalar� da çok geni³tir. Tabii ki yürüyü³ün
konumlar�n�n, �ziksel uygulamada gerçek konumlar olmas� gerekli de§ildir.
Konumlar, herhangi bir kesikli serbestlik derecesi içinde kodlanabilir. Ayn� ³ekilde,
yönelim uzay�n�n da spin 1/2 parçac�§�n�n spinine kar³�l�k gelmesi gerekli de§ildir.
Örne§in, Travaglione ve Milburn (2002) taraf�ndan yap�lan çal�³mada, kuantum
yürüyü³ün çizgi üzerinde uygulamas�na dayanan bir iyon-tuzak önerilmi³tir. Burada
bir iyon, radyo frekans�nda iyon tuza§�nda hapsedilmi³ durumda bulunmaktad�r.
Tuzak içindeki iyonun |i〉 konumlar�, kesikli hareket halindeki durumlarla
³ifrelenmi³tir. �yon, hareketli taban durumu |0〉'da bulunur. �yonun elektronik iç
durumlar�, yönelim durumlar� |↑〉 ve |↓〉 ile kodlanm�³t�r. Yönelim dönü³ümünü
sa§lamak için Raman �³�n atmalar� uygulan�r.
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Bir ba³ka çal�³mada (Sanders ve ark., 2002) kuantum yürüyü³, kuantum
elektrodinamik makinalar�n içine uygulanm�³t�r. Burada �ziksel sistem, bir atomun
içinden geçti§i optik bir oyuktur. �çinden geçme s�ras�nda atomun iç elektronik
seviyeleri oyuk ile etkile³ir. Ayr�ca iç atomik düzeyler, mikrodalga atmalar� ile idare
edilmektedir. Bu çal�³man�n amac�, kuantum yürüyü³ü günümüz teknolojisi ile
mikrodalga oyukta gerçekle³tirmektir. Kuantum yürüyü³ün konumlar�, tek oyuk
moduna yönelim durumlar� ise iç atomik durumlara kodlanm�³t�r. Buradan halka
üzerinde yürüyü³e ula³�lmaktad�r.

Kuantum yürüyü³ün optik örgüde uygulamas�, Dür ve ark. (2002) taraf�ndan
önerilmi³tir. Bu çal�³mada, optik örgüde nötr bir atomun tuzaklanmas� kullan�lm�³t�r
ve çal�³man�n binlerce ad�m� günümüz teknolojisinde gerçekle³tirilebilmektedir.

Bu çal�³malara ek olarak, Du ve ark. (2003) taraf�ndan yap�lan çal�³mada, sürekli
kuantum yürüyü³ 2-kubit, Ryan ve ark. (2005) taraf�ndan yap�lan çal�³mada ise
kesikli kuantum yürüyü³ 3-kubit, Nükleer Manyetik Rezonans (NMR) sistemine
uygulanm�³t�r. Grossman ve ark. (2004), Bose-Einstein yo§u³mas�n� ve yak�nlarda
Perets ve ark. (2008), dalga klavuzunda ilerleyen fotonlar� kullanarak kesikli kuantum
yürüyü³ uygulamalar�n� gerçekle³tirmi³lerdir. Ayr�ca Manouchehri and Wang (2008),
kuantum noktalar� (quantum dots) kullanarak kuantum yürüyü³ün �ziksel
uygulamalar�n� gerçekle³tirmi³lerdir.

Tek atom ve fotonlar�n deneysel kontrolünde dikkate de§er geli³meler olmas�yla
birlikte kuantum yürüyü³ün bu ilk uygulamalar�n�n yerini, daha dayan�kl� ve kontrol
edilebilir uygulamalar alm�³t�r (Schreiber ve ark., 2010; Zähringer ve ark., 2010).
Kuantum yürüyü³ün üstünlü§ü (Shenvi ve ark., 2003), deneysel olarak gösterilmi³tir
(Lu ve ark., 2010) . Ayr�ca son zamanlarda yap�lan deneysel çal�³mada (Broome ve
ark., 2010), so§urucu tuzaklar�n kuantum yürüyü³ üzerine etkisi ara³t�r�lm�³t�r.



23

2.5 Kuantum Yürüyü³te E³-evresizlik

E³-evresizlik (decoherence), bir kuantum mekani§i kavram�d�r ve e³-evreli
(coherent) durumdan sapmay� anlatmak için kullan�lmaktad�r. Bir kuantum süreci
(kuantum sistemi), kuantum e³-evrelili§i kaybetti§inde klasik duruma, yani klasik
sisteme yakla³�r. Bir kuantum sisteminin klasik limite gitmesinde en önemli etken,
kuantum sisteminin çevreyle etkile³mesi (çe³itli �ziksel mekanizmalar, s�cakl�k
etkile³imi vb.) ya da d�³ar�dan bir ölçmeye maruz b�rak�lmas�d�r. Bu hallerde sistem,
e³-evreli halini kaybeder. Klasik sistem gibi davran�r.

Son y�llarda, e³-evresizli§in kuantum yürüyü³lerle modellendi§i çe³itli çal�³malar
yay�nlanm�³t�r. Özellikle engelleyici veya so§urucu tuzaklar�n bulundu§u örgülerde
ya da yans�t�c� veya so§urucu s�n�r ko³ullar�na sahip geometrilerde yap�lan kuantum
yürüyü³ çal�³malar�ndan, e³-evresizlik davran�³� hakk�nda ilginç sonuçlar elde
edilmi³tir. Bu tür mekanizmalar�n, kuantum yürüyü³lerinde e³-evresizli§e yol açt�§�
anla³�lm�³t�r.

Bir kuantum yürüyü³ünde kuantumdan klasi§e geçi³in sistematik bir
de§erlendirmesi, Kendon ve Sanders (2004) taraf�ndan ele al�nm�³t�r. Bu çal�³mada,
kuantum yürüyü³ün hem dalga (tamam�yla kuantum) hem de parçac�k dinami§i
gösterdi§i fakat üniter olmayan kuantum yürüyü³ için e³-evresizli§in artmas� veya
azalmas� nedeniyle bu dinami§in, iki farkl� davran�³ aras�nda gidip gelebilece§i
gösterilmi³tir.

E³-evresizli§e sahip kuantum yürüyü³ün algoritmik kar³�l�§�, ilk kez Kendon ve
Tregenna (2003) taraf�ndan bir numerik çal�³mada ele al�nm�³t�r. Deneysel hatalar�n
olas� formlar�ndan esinlenilen bu çal�³mada, ayr�ca standart sapman�n Gaussyan
yay�l�m� uygulanarak mükemmel olmayan Hadamard yürüyü³ü, bir boyutlu uzayda
modellenmi³ ve elde edilen sonuçlar, Mackay ve ark. (2002)'nin sonuçlar� ile
kar³�la³t�r�lm�³t�r. Ayr�ca Shapira ve ark. (2003) taraf�ndan mükemmel olmayan
kuantum yürüyü³ operasyonlar� (üniter gürültü), bir boyutta modellenmi³ ve detayl�
numerik sonuçlar elde edilmi³tir. Bu çal�³mada, Kendon ve Tregenna (2003)'ün elde
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etti§i sonuçlarla benzer sonuçlar elde edilmi³tir. Bir boyutlu çal�³malar�n yan� s�ra
Alagić ve Russell (2005) yapt�klar� çal�³mada, e³-evresizlik formalizmini d-boyutlu
bir hiperküp için genelle³tirmeye çal�³m�³lard�r.

Kuantum yürüyü³ ile gerçekle³tirilen mükemmel olmayan öteleme (imperfect shift)
Dür ve ark. (2002) taraf�ndan çal�³�lm�³t�r. Yine benzer bir çal�³ma, k�r�k ba§c�klara
sahip bir boyutlu kesikli kuantum yürüyü³te e³-evresizlik problemi, Romanelli ve
ark. (2005) taraf�ndan çal�³�lm�³t�r. Konno (2005b) taraf�ndan yap�lan çal�³mada
ise rastgele hareket eden bir kuantum paran�n (coin) daha genel durumu, bir boyutlu
kesikli kuantum yürüyü³ için analitik yakla³�m kullan�larak ele al�nm�³ ve mükemmel
olmayan (imperfect) yani e³-evresizli§e yol açan etkilerin varl�§� durumunda, kuantum
yürüyü³ten klasik yürüyü³ün elde edilebilece§i gösterilmi³tir.

Oliveira, Portugal ve Donangelo (2006), iki boyutlu kuantum yürüyü³ü k�r�k
ba§c�klar�n bulundu§u iki boyutlu örgüye genelle³tirerek, böyle bir uzay�n kuantum
yürüyü³ üzerindeki etkisini analiz etmi³ler, farkl� ba³lang�ç ko³ullar� kullanarak
kuantum yürüyü³ler için olas�l�k da§l�m fonksiyonlar� ve difüzyon katsay�lar�n�
hesaplam�³lard�r. Böylece kulland�klar� model için Hadamard yürüyü³ünün
Grover'dan daha dayan�kl�, Grover'in da Fourier yürüyü³ünden daha dayan�kl�
oldu§unu göstermi³lerdir. E³-evresizlik konusunda detayl� bir çal�³ma, Kendon
(2007) taraf�ndan yay�nlanm�³t�r. Kendon bu çal�³mada, e³-evresizlik konusunda
yap�lan çal�³malar� gözden geçirmi³tir. Karski ve ark. (2009), bir boyutlu spin-ba§l�
(spin dependent) optik örgüde e³-evresizli§i, kuantum yürüyü³ü kullanarak
tart�³m�³lard�r. Gönülol, Aydiner ve Müstecapl�o§lu (2009) taraf�ndan yap�lan
çal�³mada, iki boyutlu tuzakl� uzayda Hadamard, Fourier ve Grover kuantum
yürüyü³leri incelenmi³tir. Bu çal�³mada, tuzak yo§unlunun e³-evresizli§i art�rd�§�
bulunmu³tur. Ayr�ca bir boyutlu tuzakl� uzayda kuantum difüzyon dinami§inin
incelendi§i modelde (Gönülol, Aydiner, Shikano ve Müstecapl�o§lu, 2011), kuantum
yürüyü³e ait olas�l�k da§�l�m fonksiyonlar�n�n yay�lma h�zlar�n�n, gerilmi³ üstel
(stretched exponential) karakterde oldu§u gösterilmi³tir.

Yukar�da belirtti§imiz gibi e³-evresizlik probleminin anla³�lmas� hem kuantum
algoritmalar�n�n modellenmesinde hem de kuantum difüzyon süreçlerinin
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anla³�lmas�nda büyük önem ta³�maktad�r. Literatürden de görülebilece§i gibi
e³-evresizli§in kuantum yürüyü³ modelleri, günümüze gelene kadar çok fazla
çal�³�lmam�³t�r. Bu konu üzerinde çal�³malar, yeni yeni yayg�nla³maya ba³lam�³t�r.
Yap�lan bu çal�³malarda, çe³itli geometrik mekanizmalar�n e³-evresizli§e yol açt�§�
anla³�lm�³t�r. Yans�t�c� s�n�r ko³ullar�, optik tuzaklar veya so§urucu tuzaklar,
e³-evresizli§e yol açan geometrik yap�lara iyi bir örnek olu³turmaktad�r. Ancak
e³-evresizli§in boyuta ba§l�l�§� henüz anla³�lmam�³t�r.

E³-evresizli§in nicel ölçümü, standart sapman�n zamanla de§i³imi incelenerek
bulunabilir. E³-evresizlik parametresi p, s�f�r de§erini ald�§�nda, ideal kuantum
yürüyü³ gerçekle³ir. Bu durumda kuantum yürüyü³ için standart sapma, σq ∼ t

³eklinde de§i³ir. E³-evresizlik parametresi p'nin de§eri artt�kça, standart sapman�n
e§imi azal�r ve sonunda belirli bir p de§eri için klasik rastgele yürüyü³ün standart
sapmas�na (σq ∼ t1/2) ula³�l�r. Bir, iki ve üç boyutta ba³lang�ç durumlar� s�ras�yla
|1〉 |0〉, |11〉 |00〉, |111〉 |000〉 olan Hadamard yürüyü³ü için sistemde e³-evresizlik
yokken (p = 0) standart sapmalar�n zamanla de§i³imi �ekil (2.5)'deki gibidir. Üç
boyut içinde de§i³im zamanla lineer olarak artar. Fakat e§imleri farkl�d�r. E§imler,

(
∆σ1

∆t
,
∆σ2

∆t
,
∆σ3

∆t
) = (

∆σ1

∆t
,
√

2
∆σ1

∆t
,
√

3
∆σ1

∆t
) (2.5.1)

³eklinde de§i³ir (Mackay ve ark., 2002).
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�ekil 2.5 Hadamard yürüyü³ü için bir, iki ve üç
boyutta standart sapman�n zamanla de§i³imi.



BÖLÜM ÜÇ
�K� BOYUTLU TUZAKLI ÖRGÜDE KUANTUM

YÜRÜYÜ�TE E�-EVRES�ZL�K

3.1 Giri³

Kuantum yürüyü³te, e³-evresizli§e neden olabilecek durumlar� ve bunlar�n
etkilerini anlamak oldukça önemlidir. Çünkü �ziksel uygulamalarda bu tür durumlar
s�kl�kla kar³�m�za ç�kmaktad�r. Ayr�ca bir boyuttan daha yüksek boyutlarda çal�³mak
da önemlidir. �ki boyutta, bir boyuttan farkl� davran�³lar elde edilebilmektedir
(Oliveira ve ark., 2006). Bunun yan�nda iki ve daha yüksek boyutlarda yap�lan
çal�³malar, gerçek sistemlere daha yak�n olacakt�r.

So§urucu tuzaklar, e³-evresizli§e neden olan mekanizmalardan birisidir. Çünkü
tuzaklar, kuantum yürüyücünün yay�lma do§rultusu boyunca belirli yerlerde
so§urulmas�n� sa§layarak üniter olmayan yürüyü³ meydana getirirler. Bu da e³ evreli
kuantum yürüyü³ü bozar ve e³-evresizli§e neden olur. Bu olay, optik realizasyonlarda
fotonun so§urulmas� ya da iyon-tuzak yap�lar�nda atom ya da iyonun termal
dalgalanmalarla ya da çarp�³malarla kayb� gibi f�ziksel durumlara kar³�l�k gelir.
Kuantum yürüyü³te e³-evresizli§i incelemek için önerdi§imiz bu modelde (Gönülol,
Ayd�ner ve Müstecapl�o§lu, 2009), tuzaklar�n rastgele (random) fakat düzgün
(uniform) olarak da§�ld�§� iki boyutlu örgüde kuantum yürüyü³ ele al�nm�³t�r.
Kuantum Hadamard, Fourier ve Grover yürüyü³lerindeki e³-evresizlik, farkl� tuzak
yo§unluklar� için ayr�nt�l� olarak incelenmi³tir. Ayr�ca bu yürüyü³lerde ortaya ç�kan
ve nicel olarak ölçülebilen e³-evresizlikler kar³�la³t�r�lm�³t�r.
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3.2 �ki Boyutta Kuantum Yürüyü³

�ki boyutlu örgüde kesikli kuantum yürüyü³ yapan yürüyücünün, t an�ndaki durumu,

|ψ(t)〉 =
1∑

j,k=0

∞∑
m=−∞

Aj,k;m,n(t) |j, k〉 |m,n〉 (3.2.1)

³eklinde verilir. Bu tür bir yürüyü³ün bir ad�m�,U = S(C⊗I4) operatörü ile gerçekle³ir.
C, Coin (kuantum para) operatörüdür ve

C =
1∑

j,k=0

1∑

j′,k′=0

Cj,k;j′,k′ |j, k〉 〈j′, k′| (3.2.2)

ifadesiyle verilir. Burada Coin operatörü yerine kullan�lan operatörler Hadamard,
Fourier veGrover operatörleridir. Ayr�ca I4, 4×4 birimmatrisS, öteleme (translational)
operatörüdür ve a³a§�daki gibi verilir.

S |j, k〉 |m,n〉 = |j, k〉
∣∣m + (−1)j, n + (−1)k

〉
(3.2.3)

Zaman evrim operatörü U , denklem (3.2.1)'de verilen kuantum durumuna, herhangi
bir t an�nda uyguland�§�nda, bu kuantum durumunun t + 1 an�nda, (m,n) konumunda
bulunma olas�l�§�na ait genlik, zaman�n fonksiyonu olacak ³ekilde,

Aj,k;m,n(t + 1) =
1∑

j′,k′=0

Cj,k;j′,k′Aj′,k′;m−(−1)j ,n−(−1)k(t) (3.2.4)

³eklinde verilir. Öte yandan bir kuantum yürüyücünün, her hangi bir t an�nda, (m,n)

konumunda bulunma olas�l�§� ise,

Pm,n(t) =
1∑

j,k=0

|Aj,k;m,n(t)|2 (3.2.5)

ifadesiyle verilir.

Denklem (3.2.2) ile tan�mlad�§�m�z Coin operatörleri, Hadamard, Fourier ve Grover
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operatörleri, iki boyutlu yürüyü³ için a³a§�daki gibi verilir.

CH =
1

2




1 1 1 1

1 −1 1 −1

1 1 −1 −1

1 −1 −1 1




(3.2.6)

CF =
1

2




1 1 1 1

1 i −1 i

1 −1 1 −1

1 −i −1 i




(3.2.7)

CG =
1

2




−1 1 1 1

1 −1 1 1

1 1 −1 1

1 1 1 −1




(3.2.8)

Coin operatörleri yürüyü³ün gerçekle³ti§i uzay boyutuna ba§l�d�r. Bu nedenle her
boyut için Coin operatörlerini yeniden yazmak gereklidir. Öte yandan bir kuantum
yürüyü³ söz konusu oldu§unda, klasik rastgele yürüyü³ten farkl� olarak kuantum
durumunun ba³lang�ç durumu çok önemlidir. Kuantum durumlar�, klasik parçac�k
gibi davranmazlar. Bu nedenle kuantum Hadamard, Fourier ve Grover yürüyü³leri
için ba³lang�ç durumlar�n�n seçimi önemlidir.

3.3 Model ve Hesaplamalar

Bu modelde tuzaklar, rastgele fakat düzgün da§l�l�m olu³turacak ³ekilde iki
boyutlu örgüye yerle³tirilir. Tuzaklar�n konumlar�, bir kuantum yürüyü³ün
gerçekle³tirilme süresince de§i³meden kal�r. Modelde bir kuantum yürüyücü, t = 0

an�nda (m = 0, n = 0) konumundan yürüyü³e ba³lar ve bu yürüyü³ için her zaman
ad�m�nda U dönü³ümü gerçekle³ir. �lgili kuantum yürüyü³ gerçekle³tirildi§inde,
kuantum durumlar� örgü üzerinde örgü noktalar�n� ziyaret edecek ³eklilde yay�lm�³
olurlar. Baz� kuantum durumlar�, örgü noktalar�n� ziyaret edecek ³ekilde ilerlerler.
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Fakat tuzakla kar³�la³an durumlar, tuzak taraf�ndan so§urularak ortadan kald�r�l�rlar.
Kuantum durumlar�n�n her bir örgü noktas�nda bulunma olas�l�klar� ve olas�l�k
genlikleri farkl�d�r. Birbirleriyle bir örgü noktas�nda kar³�la³an durumlar üst-üste
binerken, tuzak ile kar³�la³an durumlar ise so§urularak, yok olurlar. Dolay�s�yla her
bir örgü noktas�nda bir kuantum durumunun bulunma olas�l�§� ve olas�l�k genlikleri
zamanla de§i³ir. Her ad�m sonunda kuantum durumuna ait yeni genlikler, (3.2.4)
denklemi ile bulunur. Kuantum yürüyücü tuzak ile kar³�la³t�§�nda, tuzak noktas�nda
(konumunda) kuantum durumunun bulunma olas�l�§� ve bu olas�l�§a ait genlik de§eri
s�f�r olur. Öte yandan yürüyücünün, t an�nda, (m, n) konumunda bulunma olas�l�§�,
(3.2.5) denklemindeki ifade yard�m�yla bulunur.

Kuantum Hadamard, Fourier ve Grover yürüyü³leri için ba³lang�ç durumlar�n�n
seçimi önemlidir. Bu seçimlerin say�s� s�n�rl�d�r. Örne§in Tregenna ve ark. ( 2003),
bu yürüyü³ler için ba³lang�ç durumlar�n�, örgü üzerinde maksimum yay�l�m
gerçekle³tirecek ³ekilde;

|ψ(0)〉H =
1

2
(|00〉+ i |01〉 − i |10〉+ |11〉) |0, 0〉 (3.3.1)

|ψ(0)〉F =
1

2
((|00〉+

1− i√
2
|01〉+ |10〉 − 1− i√

2
|11〉) |0, 0〉) (3.3.2)

|ψ(0)〉G =
1

2
((|00〉 − |01〉 − |10〉+ |11〉) |0, 0〉) (3.3.3)

³eklinde seçmi³lerdir. Bu çal�³mada da kuantum durumlar�, denklem (3.3.1), (3.3.2) ve
(3.3.3)'deki gibi seçilmi³tir.

Bu çal�³mada so§urucu tuzaklar, Fortran dilinde bir program yard�m�yla kesikli örgü
uzay�na (discrete lattice space) rastgele da§�l�m gösterecek ³ekilde yerle³tirilmi³tir.
Bunun için bir Monte Carlo say� üreteci kullan�lm�³t�r. Di§er ilgili ba§�nt�lar da bu
program yard�m�yla numerik olarak hesaplanm�³t�r.
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3.4 Sonuçlar ve Tart�³ma

So§urucu tuzaklar�n bulunmad�§� iki boyutlu kesikli uzayda, denklem (3.3.1),
(3.3.2) ve (3.3.3)'te verilen ba³lang�ç ko³ullar� kullan�larak kuantum yürüyü³ler
gerçekle³tirildi§inde, t = 40 ad�m sonra elde edilen olas�l�k da§�l�mlar�, hem yüzey
hem de kontür çizimleri olarak �ekil (3.1(a)), (3.1(b)) ve (3.1(c))' de verilmi³tir.
�ekillerden görülebilece§i gibi seçilen ba³lang�ç kuantum durumlar�, simetrik
da§�l�mlar üretmektedir.

�lk olarak Hadamard yürüyü³ünün olas�l�k da§�l�m�, farkl� tuzak yo§unluklar� için
incelenmi³tir. Tuzak yo§unlu§u, p = 0.01 ve p = 0.1 olacak ³ekilde seçilmi³ ve
denklem (4.3.1) ile verilen ba³lang�ç durumu için Hadamard yürüyü³ü
gerçekle³tirilmi³tir. Zaman ad�m� t = 100 oldu§unda, bu yürüyü³e ait da§�l�m
fonksiyonlar� çizdirilmi³tir. �ekil (3.2(a))'da p = 0.01 iken kuantum davran�³�
oldukça bask�nd�r. Fakat p = 0.1 iken �ekil (3.2(b))'de görülebilece§i gibi klasik
davran�³ bask�n hale gelir.

Bu türden olas�l�k da§�l�mlar�, kuantum yürüyü³te ortaya ç�kan e³-evresizlik
konusunda sa§l�kl� bilgi vermezler. Oysa standart sapman�n zamanla de§i³imi, tuzak
yo§unluklar�na ba§l� olarak ortaya ç�kan e³-evresizli§i anlamam�za yard�m eder. Bu
nedenle �ekil (3.3)'te Hadamard yürüyü³üne ait standart sapma, farkl� tuzak
yo§unluklar� için log− log skalas�nda çizdirilmi³tir. Bu gra�kte, p = 0 için çizilen
standart sapma e§risi, örgü uzay�nda hiçbir so§urucu tuza§�n olmad�§� durumu
göstermektedir. Tuzak yo§unlu§u artt�kça, kuantum yürüyü³teki lineer art�³�n
kayboldu§u ve klasi§e yakla³t�§� görülür. Bu gra�k içinde, klasik rastgele yürüyü³e
ait standart sapma e§risi de verilmi³tir. �ekilden de görülebilece§i gibi tuzak
yo§unlu§u artt�kça, standart sapma e§rileri klasik rastgele yürüyü³e ait e§riye do§ru
yakla³maktad�r.

Örgüde hiç tuzak yokken (p = 0) kuantum yürüyü³, maksimum yay�l�ma sahiptir.
Tuzak yokken iki boyutlu örgü uzay�n�n (0, 0) noktas�ndan harekete ba³layan
kuantum durumuna ait standart sapman�n zamanla de§i³imi, σq ∼ t ³eklindedir. Buna
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�ekil 3.1 t = 100 zaman ad�m� sonunda, a) Hadamard yürüyü³ü, b) Fourier
yürüyü³ü, c) Grover yürüyü³ü için olas�l�k da§�l�m�.
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(a) (b)
�ekil 3.2 a) p = 0.01, b) p = 0.1 tuzak yo§unluklar� için t = 100 zaman ad�m� sonunda
Hadamard yürüyü³üne ait olas�l�k da§�l�mlar�.

kar³�l�k tuzaks�z uzayda gerçekle³en klasik rastgele yürüyü³ün standart sapmas�,
σcl ∼ √

t ³eklinde de§i³mektedir. Fakat örgü uzay�na yerle³tirilen tuzaklar�n
yo§unlu§u art�r�ld�§�nda, her bir yo§unluk de§eri için elde edilen standart sapma
ifadelerinin, tuzak yo§unlu§unun art�³�na ba§l� de§i³ti§i görülebilir. Örne§in, dü³ük
tuzak yo§unlu§u için yay�l�mlar�n halen klasik yay�l�mdan h�zl� oldu§u söyleyenebilir.
Gerçekten de dü³ük tuzak yo§unluklar� için Hadamard yürüyü³üne ait σq standart
sapmas�, klasik rastgele yürüyü³e ait σcl standart sapma de§erinden daha büyüktür.
Bu sonuç, tuzakl� örgü uzay�nda gerçekle³tirilen Hadamard yürüyü³ünün, tuzaks�z
uzayda gerçekle³tirilen klasik rastgele yürüyü³ten daha h�zl� yay�laca§�na i³aret eder.
Fakat tuzak yo§unlu§unun belli bir de§erinden sonra kuantum yürüyü³ün yay�lma
h�z�, klasik yürüyü³ün h�z� ile ayn� olabilir ve hatta ondan daha küçük bir de§er de
alabilir. Örne§in bu çal�³mada, tuzak yo§unlu§unun p > 0.5 de§erinden sonra,
Hadamard yürüyü³ününe ait standart sapma e§risinin, klasik rastgele yürüyü³e ait
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t
�ekil 3.3 p = 0, p = 0.01, p = 0.1, p = 0.25, p = 0.5
tuzak yo§unluklar� için Hadamard yürüyü³üne ve klasik
rastgele yürüyü³e ait standart sapma fonksiyonlar�n�n
zamanla de§i³imi.

standart sapma e§risinin alt�na dü³ütü§ü görülebilir. Bu sonuç bize, belli bir tuzak
yo§unlu§u de§erinin üstünde kuantum yürüyü³lerin yay�lma h�zlar�n�n, klasik rastgele
yürüyü³lerden daha yava³ olaca§�n� söyler.

Elde etti§imiz bu sonuca bakarak ³unu söyleyebiliriz: �ki boyutlu tuzakl� uzayda
gerçekle³tirilen Hadamard yürüyü³ünde σq standart sapmas�n�n, tuzak yo§unlu§unun
art�³�na ba§l� olarak azalarak σcl'ye gitmesi, kuantum yürüyü³te bir e³-evresizli§in
ortaya ç�kt�§�na i³aret eder. Tuzak yo§unlu§u artt�kça, kuantum yürüyü³teki
e³-evresizlik, nicel olarak artmaktad�r. Kuantum yürüyü³te ortaya ç�kan e³-evresizlik,
kuantum durumunun çevresiyle (burada tuzaklar) etkile³mesi sonucunda klasik
duruma gitmesi ³eklinde yorumlanabilir. Bu modelde so§urucu tuzaklar, Hadamard
yürüyü³ünde e³-evresizli§e yol açmaktad�r. Fakat tuzak yo§unlu§unun belli bir kritik
de§erine kadar Hadamard yürüyü³ünün hala klasik rastgele yürüyü³ten daha h�zl�
oldu§u görülmektedir.

Kuantum bilgisayarlar�nda kullan�lacak kuantum algoritmalar�n�n bir matematiksel
modeli olarak kabul edilen kuantum yürüyü³, her zaman e³-evresizli§e maruz kalmaya
aç�kt�r. Bu çal�³mada, Hadamard yürüyü³ünün tuzakl� bir uzayda nas�l davranaca§�
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(a) (b)
�ekil 3.4 a) p = 0.01, b) p = 0.1 tuzak yo§unluklar� için t = 100 zaman ad�m� sonunda
Fourier yürüyü³üne ait olas�l�k da§�l�mlar�.

incelenmi³tir. Öyle görünüyor ki, e³-evresizli§e neden olacak so§urucu tuzaklar�n
varl�§� durumunda bile Hadamard yürüyü³ü, kuantum algoritmalar�n�n realizasyonu
için halen önemli adaylardan birisidir.

Hadamard yürüyü³ünden sonra ayn� model kullan�larak Fourier ve Grover
yürüyü³lerinde ortaya ç�kan e³-evresizlikler incelenmi³tir. Tuzak yo§unlu§u,
p = 0.01 ve p = 0.1 olacak ³ekilde seçilmi³ ve ba³lang�ç durumu denklem (3.3.2) ile
verilen kuantum durumu için kuantum Fourier yürüyü³ü geçekle³tirilmi³tir. Zaman
ad�m� t = 100 oldu§unda, bu yürüyü³e ait olas�l�k da§�l�m fonksiyonlar� çizdirilmi³tir.
Hadamard yürüyü³üne benzer ³ekilde, �ekil (3.4(a))'da p = 0.01 iken kuantum
davran�³� oldukça bask�nd�r. Fakat p = 0.1 iken �ekil (3.4(b))'de görülebilece§i gibi
klasik davran�³ bask�n hale gelir. Fakat bu yürüyü³te ortaya ç�kan e³-evresizli§i
anlamak için standart sapma fonksiyonuna ihtiyaç vard�r.
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�ekil 3.5 p = 0, p = 0.01, p = 0.1, p = 0.25, p = 0.5
tuzak yo§unluklar� için Fourier yürüyü³üne ve klasik
rastgele yürüyü³e ait standart sapma fonksiyonlar�n�n
zamanla de§i³imi.

�ekil (3.5)'te Fourier yürüyü³ü için farkl� tuzak yo§unluklar�nda standart sapman�n
zamanla de§i³imi görülmektedir. Hadamard yürüyü³ünde oldu§u gibi Fourier
yürüyü³ünde de tuzak yo§unlu§u artt�kça, e³-evresizli§in art�§� ve kuantum
yürüyü³ün klasik yürüyü³e do§ru kayd�§� görülmektedir. Dü³ük tuzak yo§unluklar�
için Fourier yürüyü³ünün yay�lma h�z�, tuzaks�z uzayda gerçekle³tirilen Fourier
yürüyü³ünün h�z�na yak�n olmakla birlikte, tuzak yo§unlu§u art�r�ld�§�nda, Fourier
yürüyü³ünün ayn� tuzak yo§unlu§u için Hadamard yürüyü³ünden daha çabuk bir
³ekilde klasik rastgele yürüyü³ limitine yakla³t�§� söyleyenebilir. Bunu, �ekil (3.3) ile
�ekil (3.5)'te verilen standart sapma e§rilerini kar³�la³t�rarak görmek mümkündür.

Bu bölümde son olarak, tuzakl� uzayda Grover yürüyü³ü ele al�nm�³ ve bu yürüyü³te
ortaya ç�kan e³-evresizlik incelenmi³tir. Burada da yine tuzak yo§unlu§u, p = 0.01

ve p = 0.1 olacak ³ekilde seçilmi³ ve ba³lang�ç durumu denklem (3.3.3) ile verilen
kuantum durumu için kuantum Grover yürüyü³ü geçekle³tirilmi³tir. Zaman ad�m�
t = 100 oldu§unda, bu yürüyü³e ait da§�l�m fonksiyonlar� çizdirilmi³tir. Hadamard ve
Fourier yürüyü³üne benzer ³ekilde, �ekil (3.6(a))'da p = 0.01 iken kuantum davran�³�
oldukça bask�nd�r. Fakat p = 0.1 iken (3.6(b))'de görülebilece§i gibi klasik davran�³
bask�n olur. Di§er yürüyü³lerde oldu§u gibi bu yürüyü³te ortaya ç�kan e³-evresizli§i
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(a) (b)
�ekil 3.6 a) p = 0.01, b) p = 0.1 tuzak yo§unluklar� için t = 100 zaman ad�m� sonunda
Grover yürüyü³üne ait olas�l�k da§�l�mlar�.

anlamak için de standart sapma fonksiyonuna ihtiyaç vard�r.

�ekil (3.7)'de Grover yürüyü³ü için farkl� tuzak yo§unluklar�na ba§l� olarak
standart sapman�n zamanla de§i³imi görülmektedir. Hadamard ve Fourier
yürüyü³lerinde oldu§u gibi Grover yürüyü³ünde de tuzak yo§unlu§u artt�kça,
e³-evresizli§in artt�§� ve kuantum yürüyü³ün klasik yürüyü³e do§ru kayd�§�
görülmektedir. Dü³ük tuzak yo§unluklar� için Grover yürüyü³ünün yay�lma h�z�,
tuzaks�z uzayda gerçekle³tirilen Grover yürüyü³ünün h�z�na yak�n olmakla birlikte,
tuzak yo§unlu§u art�r�ld�§�nda Grover yürüyü³ü, t�pk� Fourier yürüyü³ü gibi ayn�
tuzak yo§unlu§u için Hadamard yürüyü³ünden daha çabuk bir ³ekilde klasik rastgele
yürüyü³ limitine yakla³maktad�r. Bu sonucu, �ekil (3.3), (3.5) ve (3.7)'de verilen
standart sapma e§rilerini kar³�la³t�rarak görmek mümkündür.
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�ekil 3.7 p = 0, p = 0.01, p = 0.1, p = 0.25, p = 0.5
tuzak yo§unluklar� için Grover yürüyü³üne ve klasik
rastgele yürüyü³e ait standart sapma fonksiyonlar�n�n
zamanla de§i³imi.

Bu çal�³mada, üç farkl� kuantum yürüyü³ ele al�nm�³ ve bu yürüyü³ler iki boyutlu
tuzakl� örgü uzay�nda gerçekle³tirilmi³tir. Kuantum yürüyücü, tuzakla kar³�la³t�§�nda
ortadan kald�r�lm�³t�r. Böyle bir mekanizman�n varl�§� alt�nda, kuantum yürüyü³ün
halen kuantum yürüyü³ olarak kal�p kalmayaca§� incelenmi³tir. Dü³ük tuzak
yo§unluklar� için üç kuantum yürüyü³ün de bozulmad�§� yani bu yürüyü³lerdeki
e³-evreli (coherence) durumun kaybolmad�§� fakat tuzak yo§unlu§unun art�r�ld�§�
durumlarda, bu yürüyü³lerde e³-evresizli§in ortaya ç�kt�§� bu nedenle kuantum
yürüyücünün yay�lma h�z�n�n, tuzak yo§unlu§una ba§l� olarak de§i³ti§i görülmü³tür.
E³-evresizlik artt�§�nda, kuantum durumunun yay�lma h�z�n�n, klasik rastgele
yürüyücünün yay�lma h�z�na do§ru gitti§i gözlenmi³tir. Öte yandan ayn� tuzak
yo§unlu§u de§eri için daha dü³ük de§erli e³-evresizli§e sahip oldu§u için bu kuantum
yürüyü³ler aras�nda en dayan�kl� yürüyü³ün, Hadamard yürüyü³ü oldu§u görülmü³tür.



BÖLÜM DÖRT
ÜÇ BOYUTLU TUZAKLI ÖRGÜDE KUANTUM YÜRÜYÜ�TE

E�-EVRES�ZL�K

4.1 Giri³

Bu çal�³ma, bir önceki çal�³man�n devam� niteli§indedir. Önceki çal�³mada,
so§urucu tuzaklar�n kuantum yürüyü³ için iyi bir e³-evresizlik kayna§� oldu§u ve
e³-evresizli§e en dayanakl� kuantum yürüyü³ünün Hadamard yürüyü³ü oldu§u
bulunmu³tur. Ancak e³-evresizli§in kuantum yürüyü³ün gerçekle³ti§i uzay boyutu ile
ili³kisi, henüz ele al�nmam�³t�r. Bu nedenle bu çal�³mada, örgü uzay�na rastgele olarak
yerle³tirilen so§urcu tuzaklar�n kuantum Hadamard yürüyü³ünde yol açt�§�
e³-evresizli§i ve e³-evresizli§in boyuta ba§l�l�§� ele al�nm�³t�r. Böylece üç boyutlu
kuantum Hadamard yürüyü³ünde ortaya ç�kan e³-evresizlik, farkl� tuzak yo§unluklar�
için nicel olarak analiz edilmi³ ve ayr�ca e³-evresizli§in uzay boyutuna ba§l� olarak
de§i³ti§i gösterilmi³tir.

4.2 Üç Boyutta Kuantum Yürüyü³

Kesikli bir Hilbert uzay�nda tan�mlanan herhangi bir kuantum durumunun Hilbert
uzay�nda tasvir edilen yürüyü³ü,HC⊗HP ile gösterilir. HC yönelim uzay�,HP konum
uzay�d�r. Üç boyutlu örgüde kesikli kuantum yürüyü³ yapan yürüyücünün t an�ndaki
durumu, iki boyutta verilen ifadeye benzer ³ekilde,

|ψ(t)〉 =
1∑

i,j,k=0

∞∑

l,m,n=−∞
Ai,j,k;l,m,n(t) |i, j, k〉 |l, m, n〉 (4.2.1)
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ba§�nt�s� ile verilir. Bu ifade içinde yer alan Ai,j,k;l,m,n, olas�l�k genli§i olarak
tan�mlan�r. Genlik fonksiyonu, reel ya da kompleks say� olabilir ve bu fonksiyon,
∑

i,j,k |Ai,j,k;l,m,n|2 = 1 denklemini sa§lar. Durum vektörü {|l,m, n〉, l, m, n, tamsay�}
olmak üzere, örgü üzerinde yürüyücünün Hilbert uzay�ndaki konumunu belirtir.
|i, j, k〉 vektörleri ise {|i, j, k〉 i, j, k ∈ {0, 1}} olmak üzere parçac�§�n yönelimini
belirtir.

Kuantum yürüyü³ün zaman evrimi,

|ψ(t + 1)〉 = U |ψ(t)〉 (4.2.2)

ile gösterilir. Yürüyü³ün bir ad�m�, U = S(C ⊗ I) operatörü ile gerçekle³ir. U ,
kuantum yürüyü³ü gerçekle³tirecek olan zaman evrim operatörüdür. Bilindi§i gibi C,
kuantum para olarak tan�mlad�§�m�z Coin operatörüdür. Öte yandan I , birim matris S

ise öteleme operatörüdür. Üç boyutlu örgü uzay�nda gerçekle³en kuantum yürüyü³ü
için Coin operatörü,

C =
1∑

i,j,k=0

1∑

i′,j′,k′=0

Ci,j,k |i, j, k〉 〈i′, j′, k′| (4.2.3)

³eklinde yaz�labilir. Bu çal�³mada, kuantum Hadamard yürüyü³ünde e³-evresizlik
incelendi§i için Hadamard operatörünü tan�mlamak gerekmektedir. Üç boyutlu uzayda
gerçekle³ecek kuantum Hadamard yürüyü³ü için Hadamard operatörü,

CH =
1

2
√

2




1 1 1 1 1 1 1 1

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1

1 1 −1 −1 1 1 −1 −1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1

1 −1 1 −1 −1 1 −1 1

1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

1 −1 −1 1 −1 1 1 −1




(4.2.4)
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matrisi ile tan�mlan�r. Bunun d�³�nda gerekli olan öteleme operatörü S ise,

S |i, j, k〉 |l, m, n〉 =
∣∣l + (−1)i,m + (−1)j, n + (−1)k

〉
(4.2.5)

ifadesiyle verilir. Bu operatörler tan�mland�ktan sonra kuantum yürüyü³ü, U operatörü
yard�m�yla gerçekle³tirmek mümkündür.

Zaman evrim operatörü U , denklem (4.2.1)'de verilen kuantum durumuna, herhangi
bir t an�nda uyguland�§�nda, bu kuantum durumunun, t+1 an�nda, herhangi bir (l, m, n)

konumunda bulunma olas�l�§�na ait genlik, zaman�n fonksiyonu olacak ³ekilde,

Ai,j,k;l,m,n(t + 1) =
1∑

i′,j′,k′=0

Ci,j,k;i′,j′,k′Ai′,j′,k′;l−(−1)i,m−(−1)j ,n−(−1)k(t) (4.2.6)

biçiminde verilir. Öte yandan ayn� kuantum durumunun, yani yürüyücünün, herhangi
bir t an�nda, her hangi bir (l,m, n) konumunda bulunma olas�l�§�,

Pl,m,n(t) =
1∑

i,j,k=0

|Ai,j,k;l,m,n(t)|2 (4.2.7)

ifadesiyle belirlenir.

4.3 Model ve Hesaplamalar

Önerilenmodel, bir önceki çal�³mada önerilenmodelin ayn�s� fakat üç boyutlusudur.
Bumodelde de tuzaklar, tam so§urucu bir karaktere sahiptir. Yani herhangi bir kuantum
durumu bir tuza§a girerse, bu kuantum durumunun so§urularak tamam�yla ortadan
kalkt�§� varsay�l�r. Modelde, Hadamard Coin operatörü kullan�lm�³t�r. Hadamard Coin
operatörü için Hadamard yürüyü³ü yapacak olan kuantum durum vektörü,

1

2
√

2
(|000〉+ i |001〉+ i |010〉 − |011〉 − i |100〉+ |101〉+ |110〉+ i |111〉) (4.3.1)



41

³eklinde seçilmi³tir. Fakat bir kuantum durumunu temsil eden ba³ka olas�
permütsayonlar da tercih edilebilir. Bu modelde, t = 0 an�nda örgü uzay�n�n
(l = 0,m = 0, n = 0) koordinat noktas�nda bulunan bir kuantum yürüyücü,
bulundu§u konumu terk eder ve her zaman ad�m�nda, tuzakl� örgü uzay� içerisinde
kuantum yürüyü³ gerçekle³tirecek ³ekilde hareket eder. Üç boyutlu örgü uzay�nda
hareket eden kuantum yürüyücünün, her zaman ad�m�ndaki hareketi, U zaman evrim
operatörü ile belirlenir. Öte yandan bu yürüyücünün, her hangi bir t an�nda, (l, m, n)

konumunda bulunma olas�l�§� da (4.2.7) denklemi yard�m�yla bulunur.

Bu yürüyü³te ortaya ç�kan e³-evresizli§in nicel ölçüsü ise iki boyutlu çal�³mada
oldu§u gibi yürüyü³e ait standart sapma yard�m�yla belirlenebilir. Ayr�ca standart
sapman�n e§imi incelenerek, e³-evresizli§in boyuta ba§l�l�§� ortaya ç�kar�labilir.

4.4 Sonuçlar ve Tart�³malar

So§urucu tuzaklar�n bulunmad�§�, üç boyutlu kesikli uzayda gerçekle³en kuantum
Hadamard yürüyü³üne ait olas�l�k da§�l�m�n�n, t = 40 ad�m sonraki XY düzlemi
üzerindeki projeksiyonu, hem yüzey hem de kontür çizimleri olarak �ekil (4.1)'de
verilmi³tir. Olas�l�k da§�l�m fonksiyonun di§er düzlemlerdeki projeksiyonlar�da
çizilebilirdi. Fakat di§er projeksiyonlar da XY düzlemindekine benzer biçimde
olacakt�r. Üç boyutlu örgü uzay�ndaki Hadamard yürüyü³ünün XY düzlemindeki
projeksiyonu ile iki boyutlu örgü uzay�ndaki Hadamard yürüyü³üne ait olas�l�k
da§�l�mlar�n�n genel formlar�n�n birbirine ne ölçüde benzedi§ini görmek mümkündür.

So§urucu tuzaklar�n rastgele olarak yerle³tirildi§i, üç boyutlu kesikli uzayda
gerçekle³en Hadamard yürüyü³ünde, tuzaklar�n e³-evresizli§e yol aç�p açmad�§�n�
görmek için yürüyü³, ilk olarak p = 0.01 ve p = 0.1 tuzak yo§unluluklar� için
gerçekle³tirilmi³ ve bu yürüyü³lere ait olas�l�k da§l�m fonksiyonlar�, t = 40 zaman
ad�m� sonunda çizdirilmi³tir. �ki boyutlu kuantum Hadamard yürü³ünde oldu§u gibi
üç boyutlu yürüyü³te de �ekil (4.2(a)) ve �ekil (4.2(b))'den görülebilece§i gibi
p = 0.01 iken kuantum davran�³� oldukça bask�nd�r. Yani bu kuantum yürüyü³e ait
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�ekil 4.1 Hadamard yürüyü³ünde t = 40
zaman ad�m� sonunda olas�l�k da§�l�m�.

olas�l�k da§�l�m fonksiyonu �ekil (4.1)'de verilen tuzaks�z yürüyü³e ait olas�l�k
da§�l�m fonksiyonu ile benzerlik göstermektedir. Fakat p = 0.1 iken, �ekil (4.2(b))'de
görülebilece§i gibi olas�l�k fonksiyonu dramatik ³ekilde bozulmaktad�r. Bu durum
bize, kuantum yürüyü³ün iyice bozuldu§unu ve klasik davran�³�n bask�n oldu§unu
ifade eder. Benzer ³ekilde p = 0.25 ve p = 0.5 tuzak yo§unluklar� için Hadamard
yürüyü³leri gerçekle³tirilmi³, bu yürüyü³lere ait olas�l�k da§�l�m fonksiyonlar�, t = 40

ad�mda �ekil (4.3(a)) ve (4.3(b))'de çizdirilmi³tir. �ekilden görülebilece§i gibi
olas�l�k da§�l�mlar�, Hadamard yürüyü³ü yapan kuantum durumunun örgü uzay�nda
ilerleyemedi§ini, harekete ba³lad�§� koordinat noktas� civar�nda y�§�l�p kald�§�n�
ortaya koymaktad�r.

�ekil (4.1), (4.2) ve (4.3)'e bak�ld�§�nda, üç boyutlu tuzakl� örgü uzay�ndaki
Hadamard yürüyü³ü ile iki boyutlu tuzakl� örgü uzay�ndaki Hadamard yürüyü³ünün
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(a) (b)
�ekil 4.2 a) p = 0.01 ve b) p = 0.1 tuzak yo§unluklar� için t = 40 zaman ad�m�
sonunda Hadamard yürüyü³üne ait olas�l�k da§�l�mlar�.

ortak karakteristi§e sahip oldu§u söylenebilir. Öte yandan tuzak yo§unlu§u artt�kça,
yürüyü³te e³-evresizli§in artm�³ oldu§u, bu olas�l�k da§�l�m pro�llerine bakarak
söylenebilir. Ancak her bir tuzak yo§unlu§u için e³-evresizlik yine yürüyü³e ait
standart sapma ifadesi ile kestirilebilir. Bu nedenle bu tuzak yo§unluklar� için a³a§�da
standart sapmalar� ve bunlar�n e§imleri verilmi³tir. Fakat bir önceki çal�³madan farkl�
olarak, standart sapma ifadeleri bu kez, ayn� tuzak yo§unlu§u de§erleri için hem iki
hem de üç boyutlu yürüyü³ için hesaplanarak kar³�la³t�r�lm�³t�r. Bu kar³�la³t�rma,
e³-evresizli§in boyuta ba§l�l�§� hakk�nda bilgi sa§lamas� bak�m�ndan oldukça
önemlidir.

Örgüde hiçbir tuza§�n olmad�§�, p = 0 durumunda, iki ve üç boyutlu kesikli örgü
uzay�nda gerçekle³tirilen kuantum yürüyü³e ait standart sapma fonksiyonlar�n�n
zamanla de§i³imleri, �ekil (4.4)'de verilmi³tir. �ekilden görüldü§ü gibi standart



44

(a) (b)
�ekil 4.3 a) p = 0.25 ve b) p = 0.5 tuzak yo§unluklar� için t = 40 zaman ad�m�
sonunda Hadamard yürüyü³üne ait olas�l�k da§�l�mlar�.

1 10

1

10

 2D
 3D

   p=0

t

 

 

�ekil 4.4 Tuzaks�z (p = 0), iki ve
üç boyutlu örgüde Hadamard yürüyü³üne ait
standart sapman�n zamanla de§i³imi.
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�ekil 4.5 a) p = 0.1, b) p = 0.5 tuzak yo§unluklar� için iki ve üç boyutlu
Hadamard yürüyü³üne ait standart sapma fonksiyonlar�n�n zamanla de§i³imi.

sapma e§imleri, kuantum yürüyü³ için üst üste dü³memektedir. Bunun nedeni standart
sapma ifadesinin de§erinin, boyuta ba§l� olarak de§i³mesidir. Çünkü boyut artt�kça,
standart sapma e§risinin e§imi de§i³mektedir. Bu durum, hem klasik hem de kuantum
yürüyü³ler için geçerlidir. Bu iki yürüyü³e (bir ve iki boyutlu) ait standart sapma
e§rilerinin bir arada çizilmesinin nedeni yürüyücünün yay�lma h�z�n�n bir ölçüsü olan
standart sapma fonksiyonun davran�³lar�n� kar³�la³t�rabilmektir.

Tuzak yo§unlu§u p = 0.1 ve p = 0.5 için iki ve üç boyutlu örgü uzay�nda kuantum
yürüyü³lere ait standart sapmalar�n zamana ba§l� de§i³imleri s�ras�yla �ekil (4.5(a)) ve
(4.5(b))'de verilmi³tir. Bu iki ³ekilden görülebilece§i gibi tuzak yo§unlu§u artt�kça,
iki ve üç boyuta ait standart sapmalar birbirlerinden ciddi ölçüde ayr�lmaktad�rlar. Bu
³ekiller ister tuzaks�z, ister tuzakl� örgü modeli olsun her iki durumda da kuantum
yürüyücünün üç boyutlu uzayda daha h�zl� yay�laca§�n� göstermektedir. Dolay�s�yla
bu davran�³, üç boyutlu kuantum yürüyü³te ortaya ç�kan e³-evresizli§in, iki boyutlu
yürüyü³te ortaya ç�kan e³-evresizlikten daha az olaca§�n� gösterir. Ancak bu e§rilerin
e§imleri, bize daha do§ru bilgi verecektir. Son olarak ³unu söyleyebiliriz: Özellikle
yüksek tuzak yo§unluklu örgü uzaylar�nda gerçekle³tirilen kuantum yürüyü³ler,
yeterince uzun zaman ad�m� için izlenebilirse, belli bir zaman ad�m� sonunda çok
keskin olmayan bir geçi³in ortaya ç�kmas� beklenebilir. Bu geçi³, ba³ka yollar
kullan�larak görülebilece§i gibi standart sapma e§risine bakarak da görülebilir.
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�ekil 4.6 �ki ve üç boyutlu kuantum yürüyü³
için β parametresinin tuzak yo§unlu§u p'ye göre
de§i³imi.

Kuantum yürüyü³ün numerik hassasiyetinin fazla olmas� nedeniyle daha uzun zaman
ad�mlar�na gitmek zor olmaktad�r. Ancak yine de standart sapma e§risindeki
bükülmeler, yüksek tuzak yo§unlu§u için (4.5(b))'de daha net olarak görülmektedir ve
bu bükülme sürecinde kuantum yürüyü³ün, e³-evresizlikten ba³ka, ayn� zamanda bir
anormal difüzyon sürecine uydu§una i³aret etmektedir.

�ekil (4.6)'da iki ve üç boyutlu kuantum yürüyü³lere ait standart sapma
e§imlerinin tuzak yo§unlu§una ba§l�l�§� verilmi³tir. �ekilden de görülece§i gibi hem
iki hem de üç boyutlu kuantum yürüyü³ için β lineer olarak azalmaktad�r. Her iki
e§im aras�nda belli bir aç� vard�r. Bu aç�, yürüyü³ün boyuta ba§l�l�§�ndan
kaynaklanmaktad�r. β parametresi, yürüyü³lerdeki e³-evresizli§i ölçen bir niceliktir.
Bu parametrenin e§imine bakarak, e³-evresizli§in iki boyutlu kuantum yürüyü³te daha
fazla oldu§unu söylememiz mümkündür. Ayn� tuzak yo§unlu için üç boyutlu uzayda
kuantum yürüyücüler, iki boyuttakinden daha h�zl� yay�lmaktad�rlar.

�ekil (4.6), iki ve üç boyutlu tuzakl� örgü uzay�nda gerçekle³en kuantum yürüyü³te
ortaya ç�kan e³-evresizli§e ba§l� olarak yürüyücünün uzayda yay�lma h�z� hakk�nda �kir
verir. Fakat bu yürüyü³ün yay�lma h�z�n�n, klasik rastgele yürüyü³ün yay�lma h�z�na
nas�l gitti§ini görmek için ayn� tuzak yo§unluk de§erleri göz önünde bulundurularak,
bu kez, klasik rastgele yürüyü³ ve kuantum yürüyü³ süreçleri, iki ve üç boyut için
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�ekil 4.7 �ki ve üç boyutlu kuantum yürüyü³
ve klasik rastgele yürüyü³ için β parametresinin
tuzak yo§unlu§u p'ye göre de§i³imi.

kar³�la³t�r�lm�³t�r. �ekil (4.7)'de iki ve üç boyutlu klasik rastgele yürüyü³ ve kuantum
yürüyü³ün hem tuzaks�z hem de tuzakl� uzayda yay�l�m h�zlar�n�n de§i³imleri çok
aç�k bir ³ekilde görülmektedir. Örne§in p = 0 de§erinde, hem iki hem üç boyutlu
uzayda gerçekle³en klasik rastgele yürüyü³ün, zamana ba§l� olarak standart sapmas�n�n
σ ∼ t1/2, kuantum yürüyü³ün ise σ ∼ t ³eklinde de§i³ti§ini söyleyebiliriz. Bu, bizim
bekledi§imiz bir sonuç olup ayn� zamanda elde edilen numerik sonuçlar�n do§rulu§unu
onaylar niteli§e sahiptir.

�ekil (4.7)'den görülebilece§i gibi klasik rastgele yürüyü³ için standart sapman�n
e§imleri, boyuta ba§l�l�k göstermektedir. T�pk� kuantum yürüyü³te oldu§u gibi klasik
rastgele yürüyü³te de iki boyutlu uzayda gerçekle³en yürüyü³lerin standart sapma
de§erleri ile üç boyutlu uzayda gerçekle³en yürüyü³lerin standart sapma de§erleri
birbirlerinden bir aç� yapacak ³ekilde ayr�lmaktad�r. Bu da, bizim bekledi§imiz bir
sonuçtur. Fakat her iki yürüyü³e ait aç�lar�n, birbirlerinden farkl� olmas� ilginçtir. Bu
aç�lar aras�ndaki ili³ki, yay�lman�n h�z�yla ili³kili olmal�d�r.

Dü³ük tuzak yo§unluklar� için kuantum durumlar�n�n yay�lma h�zlar�n�n, klasik
parçac�klar�n yay�lma h�zlar�ndan daha yüksek olaca§� aç�kt�r ve bu, �ekil (4.7)'de
çok net olarak görülmektedir. Fakat tuzak yo§unluklar� art�r�ld�§�nda, her iki boyutta
geçekle³en kuantum yürüyü³ün (burada Hadamard yürüyü³ü) örgü uzay�ndaki
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yay�lma h�zlar� giderek, klasik rastgele yürüyü³lerin yay�lma h�zlar�na yakla³maktad�r.
Örne§in, iki boyutlu kuantum yürüyü³ünün yay�lma h�z�, yakla³�k olarak p = 0.35

de§eri civar�nda üç boyutlu klasik yay�l�m h�z�na ula³maktad�r. Tuzak yo§unlu§u
art�r�ld�§�nda ise klasik yürüyü³ün yay�l�m h�z�n�n alt�na dü³mektedir. Öte yandan üç
boyutlu kuantum yürüyü³ün yay�l�m h�z�, tuzak yo§unlu§u ile azalmakla birlikte yine
de en yüksektir.



BÖLÜM BE�
B�R BOYUTLU TUZAKLI ÖRGÜDE KUANTUM YÜRÜYÜ�TE

YA�AMA OLASILI�ININ ZAMAN EVR�M�

5.1 Giri³

Bir klasik yürüyü³ün zaman evrimini veren kare-ortalama yerde§i³tirme
fonksiyonunun, boyuttan ba§�ms�z olarak < r2 >∼ t ³eklinde gitti§i bilinmektedir.
Bu, Einstein yasas� olarak bilinir. Ancak ayn� klasik rastgele yürüyü³, e§er yürüyü³ü
engelleyecek uzaysal bozukluklar, deformasyonlar, kusurlar, so§urucu tuzaklar, kuyu
veya bariyerlerin oldu§u bir uzayda gerçekle³tirilirse, bu durumda uzay�n yap�s�na
ba§l� olarak yürüyü³ün yay�lma h�z�, Einstein yasas�ndan saparak, h�zl� veya yava³
olarak adland�r�lan difüzyon sürecine uyacak ³ekilde davran�r. Bu süreçler, anormal
difüzyon süreçleri olarak bilinir. H�zl� difüzyon, `anormal super-diffusion' ve yava³
difüzyon ise `anormal sub-diffusion' olarak adland�r�l�r. Deformasyonlar, kusurlar,
so§urucu tuzaklar, kuyu veya bariyerlerin oldu§u uzaylar, temelde Öklid uzay� olarak
geçmekle birlikte bu tür uzaylara gömülmü³ (embeded) uzaylar demek daha do§rudur.
Bu uzaylar�n sa§lad�§� e³itsizlikler ile kusursuz Öklid uzay�n�n sa§lad�§� e³itsizlikler
farkl�d�r. So§urucu tuzaklar�n yer ald�§� uzayda parçac�k yay�l�m�n� incelemek, di§er
uzaylardaki kadar ilginçtir. Bu nedenle önceki bölümlerde, so§urucu tuzaklar�n
oldu§u uzaylarda gerçekle³tirilen kuantum yürüyü³ler incelenerek, bu yürüyü³lerdeki
e³-evresizlik problemleri ele al�nm�³t�r. Fakat önceki çal�³malarda, tuzaklar�n
kuantum durumlar�n�n yay�lma h�zlar� üzerindeki etkisi, zamana ba§l� olarak detayl�
olarak incelenmemi³tir. Bu çal�³mada, farkl� bir model kullan�larak, bu kez tuzaklar�n
varl�§� durumunda kuantum durumlar�n�n ya³ama olas�l�klar� zamana ba§l� olarak
incelenmi³tir. Kuantum durumlar�n�n ya³ama olas�l�§�, yürüyü³teki e³-evresizli§e
ba§l�d�r. E³-evresizlik, kuantum durumlar�n�n örgü uzay�ndaki yay�lma h�z� ile
ilgiliyken, ya³ama olas�l�§� ise tuzaklara yakalanmadan ya³amaya devam eden
kuantum durumlar�n�n say�s� ile ilgilidir. Tuzaklara dü³meyen ve yay�l�ma devam
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eden kuantum durumlar�, yay�l�m sürecinde halen var olan e³-evrelili§e kar³�
gelece§inden, e³-evresizlik ile ya³ama olas�l�§� birbirleriyle ili³kilidir.

Tuzakl� örgülerde ortaya ç�kan anormal difüzyon sürecinin ilginç bir özelli§i
vard�r. Bu tip difüzyon süreci (bu difüzyon süreci tek bir paçac�§� veya çok say�da
parçac�§� içine al�r), Einstein yasas�na uymaz. Bu tür difüzyon süreçleri, difüzyonun
gerçekle³ti§i uzay boyutuna ba§l� olmaktad�r. Ayr�ca bu tür difüzyon süreçlerinde,
difüzyonun k�sa zaman ve uzun zaman limitlerinde, yay�lma karakteristikleri
de§i³mektedir. Yani difüzyonun yay�lma h�z�nda, kritik bir zaman de§erinde,
ölçeklenebilir bir geçi³ (time crossover) gözlenmektedir. Benzer davran�³�n kuantum
durumlar�n�n yay�l�m�nda ortaya ç�k�p ç�kmad�§�n� görmek için bu çal�³mada, bir
model önerilmi³tir.

Tuzakl� klasik rastgele yürüyü³te ya³ama olas�l�§�n�n, hem k�sa zaman hem de
uzun zaman diliminde, nas�l de§i³ti§i literatürde ayr�nt�l� olarak çal�³�lm�³t�r (Anlauf,
1984; Gallos ve Argyrakis, 2001; Havlin ve Avraham, 1987; Weiss, 1994). Klasik
rastgele yürüyü³te k�sa zaman davran�³�, Rosenstock (RS) (Rosenstock, 1970) rejimi
olarak bilinir ve RS rejiminde, dü³ük tuzak yo§unlu§unda bir boyutlu klasik rastgele
yürüyü³te ya³ama olas�l�§�, üstel olarak zaman�n karekökü ile (t1/2) orant�l� azal�r.
Asimptotik olarak uzun zaman davran�³�nda, RS rejiminden farkl� bir rejime geçi³
gözlenir (Barkema ve ark., 2001). Bu rejim, Donkser ve Varadhan (DV) (Donsker
ve Varadhan, 1979; Grassberger ve Procaccia, 1982; Haus ve Kehr, 1987; Havlin ve
ark., 1984) olarak adland�r�l�r ve bu rejimde yüksek tuzak yo§unluklar�nda ya³ama
olas�l�§� üstel olarak (t1/3) ile orant�l� azal�r (Jayannavar ve Köhler, 1990; Lifshitz,
1964; Nieuwenhuizen, 1989).

Kuantum yürüyü³teki giri³im etkisi ve kuantum e³evrelili§i nedeniyle klasik
sonuçlar�n kuantuma nas�l geni³letilece§i belli de§ildir. Bu nedenle bu çal�³mada
(Gönülol, Ayd�ner, Shikano ve Müstecapl�o§lu, 2011), bir boyutlu tuzakl� örgüde
kuantum difüzyon dinami§i, özellikle de klasik erken zaman Rossenstock (RS) ve
uzun zaman Donsker ve Varadhan (DV) rejimlerinin kuantum yürüyü³teki kar³�l�klar�
ara³t�r�lm�³t�r.
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5.2 Model ve Hesaplamalar

Klasik rastgele yürüyü³te, RS'den DV'ye geçi³i görmek zordur. Klasik rastgele
yürüyü³te, ya³ama olas�l�§�n�n zamanla de§i³iminde, sadece çok uzun zaman sonra
geçi³ gözlenir. Fakat daha yüksek tuzak yo§unluklar� için ya da daha büyük difüzyon
sabitleri (Schotland, 1988) için bu geçi³, daha erken olabilmektedir. Bu çal�³mada,
klasik rastgele yürüyü³te difüzyon sabitinin, geçi³ zaman�n� k�saltmas� esas al�narak,
kuantum yürüyücülerin DV rejimine klasik yürüyücülerden daha erken girece§i
öngörülmü³tür. Klasik rastgele yürüyü³te, geni³ so§urucu bölgelerin bulundu§u
yürüyü³lerde, niteliksel olarak farkl� DV ölçeklendirmeleri olabilmektedir
(Grassberger ve Procaccia, 1982). Bu bölgelerin ya³ama olas�l�§�na katk�s�, daha
yayg�n ve küçük tuzak bölgelerinin yürüyücülerini kaybettikten sonra dominant olur.
Kuantum yürüyü³te, yürüyücülerin yay�l�m� daha geni³ oldu§undan, bu tuzak
bölgelerinin daha geni³ ve daha seyrek olmas� gerekir ve bu bölgelerin ortalamas�n�n,
klasik kar³�l�klar�ndan daha dü³ük azalma zaman� vermesi beklenir.

Gerçekten de sürekli zaman bir boyutlu ta³�n�m probleminde, ya³ama olas�l�§�n�n
üstel olarak t1/4 ile orant�l� azald�§� görülmü³tür (Parris, 1989a). Kuantum yürüyü³
temelli çok ajanla arama algoritmalar�nda, kuantum e³-evrelili§in bu yava³lamas�,
kuantum h�zl�l�§�na küçük hedef (tuzak) yo§unluklar�nda bile ek bir s�n�rlama
getirebilir. Bu s�n�rlama da genel kuantumdan klasi§e geçi³i gösteren e³-evresizlik
problemlerine ek olarak dikkate al�nmal�d�r.

Florry benzeri heuristik argumanlar� (Florry, 1971) temel alan tahminlerimizi test
edebilebilmek için bu çal�³madaki tart�³malar, kesikli bir boyutlu kuantum yürüyü³le
s�n�rland�r�lm�³t�r. Fakat sürekli kuantum yürüyü³te de ta³�n�m problemleri gibi
kar³�la³t�rma yap�labilecek çal�³malar bulunmaktad�r (Mülken ve ark., 2007, Agliari
ve ark., 2010, Parris, 1989a). Sonuçlar�n güncel deneysel sistemlere yararl� olmas�
için detayl� numerik simülasyonlar gerçekle³tirilmi³tir. Tuzakl� klasik yürüyü³ ile
direkt benzerli§i sa§layabilmek için çok say�da yürüyücü ile çal�³�lm�³ ve klasik
sistemdeki gibi örgüye rastgele yerle³tirilmi³ durgun tuzaklarla kuantum yürüyü³
gerçekle³tirilmi³tir. K�sa zaman davran�³�nda, dü³ük tuzak yo§unlu§u ara³t�r�lm�³t�r.
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Bunun yan�nda RS ve DV rejimindeki fark� anlamak için ve kuantumdan klasi§e geçi³
dinami§ini ara³t�rmak için yüksek tuzak yo§unluklar�yla da çal�³�lm�³t�r.

5.2.1 Çok Parçac�k ile Kuantum Yürüyü³

Çok parçac�kla gerçekle³tirilen kuantum yürüyü³, özellikle kuantum arama
algoritmalar�nda birden fazla parçac�kla (kuantum durumu ile) arama yap�labildi§i
için çok avantajl�d�r. Son zamanlarda yap�lan çal�³malar da çok parçac�k ile
gerçekle³tirilen kuantum yürüyü³ün önemini ortaya koymaktad�r (Goyal ve
Chandrashekar, 2010; Omar, Paunkoviç, Sheridan ve Bose 2006). Kuantum
yürüyü³ün bir parçac�k yerine, herbiri örgü üzerinde farkl� noktalarda yürüyü³e
ba³layan, ay�rdedilebilir ve birbiriyle etkile³meyen N tane parçac�k ile
gerçekle³tirildi§ini dü³ünelim. Bu N parçac�k için Hilbert uzay�, tek parçac�k Hilbert
uzaylar�n�n tensör çarp�m� ile verilir.

H =
N⊗

i=1

(HC ⊗HP )i (5.2.1)

Parçac�klar (kuantum durumlar�), birbirinden ba§�ms�z olarak yürüyü³ü
gerçekle³tirdi§inden, N parçac�§�n her bir ad�m� bütün sistemin evrim operatörü ile,

U1,2,...,N = U⊗N (5.2.2)

³eklinde belirlenir. Bu ba§�nt�da U , U = S(C ⊗ I) ile verilen tek parçac�k zaman
evrim operatörüdür ve tüm parçac�klar için ayn�d�r.

N parçac�§�n ba³lang�ç durumlar�, her bir parçac�k için verilen ba³lang�ç
durumlar�n�n tensör çarp�m� ile bulunur. Bütün parçac�klar�n ayn� |χ〉 yönelimine
sahip oldu§u ve �ekil (5.1)'de gösterildi§i gibi tuzak haricindeki bütün
xi, (xi = 1, ..., N) örgü noktalar�n�n dolu oldu§u dü³ünülürse, sistemin ba³lang�ç
durumu,

|ψ(0)〉 =
N⊗

i=1

|χ, xi〉i (5.2.3)
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�ekil 5.1 |↑〉 ba³lang�ç durumuna sahip 11 parçac�k
ve 3 tuzak noktas� (siyah renk) ile gerçekle³tirilen
kuantum yürüyü³ün ³ematik gösterimi.

³eklinde ifade edilir. t zaman ad�m� sonunda sistemin durumu, (5.2.2) ve (5.2.3)
ba§�nt�lar� yard�m�yla,

|ψ(t)〉 = U t
1,2,...,N |ψ(0)〉 (5.2.4)

olarak bulunur. �ndirgenmi³ tek parçac�k yo§unluk matrisi,

Φi(t) = Trj 6=i |ψ(t)〉 〈ψ(t)| (5.2.5)

ba§�nt�s� ile bulunur. Bu ba§�nt� kullan�larak, t an�nda tek parçac�k için olas�l�k da§�l�m�,

Pi(x, t) =
∑

j=↑,↓
〈j, x|Φi(t) |j, x〉 (5.2.6)

³eklinde elde edilir. Pi(x, t), t = 0 an�nda, xi konumundan yürüyü³e ba³layan
parçac�§�n, t an�nda, x konumunda olma olas�l�§�n� gösterir. Bu da Pi(x, t)'nin ³artl�
olas�l�k gibi yorumlanabilece§ini gösterir. i = 1, . . . , N 'e bütün parçac�klar için
{Pi(x, t)} 'ler, tek parçac�k için {xi}'den x'e geçme olas�l�klar�ndan olu³an bir tak�m
olu³turur. Bu nedenle çal�³�lan çok parçac�k problemi, farkl� ba³lang�ç konumlar�ndan
harekete ba³layan tek parçac�§�n hareketine e³de§erdir.

5.2.2 Ya³ama Olas�l�§�

Bu çal�³mada, klasik rastgele yürüyü³te ya³ama olas�l�§�n� hesaplamak için tam
sayma yöntemi (exact enumeration method) kullan�lm�³t�r. (Havlin ve ark., 1984).
Bu yöntemde, yürüyü³ün ba³lang�c�nda (t = 0) tuzaklar, bir boyutlu örgüye rastgele
yerle³tirilir. Tuzak olmayan her örgü noktas�nda bir parçac�k bulunur. Her zaman
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ad�m�ndaN parçac�k, bir boyutlu örgü üzerinde klasik rastgele yürüyü³ü gerçekle³tirir.
Bir parçac�§�n, t an�nda, belirli bir x konumunda bulunma olas�l�§�Pi(x, t), t−1 an�nda,
en yak�n kom³ular�n�n bulunma olas�l�klar�n�n toplam�n�n ikiye bölümü ile bulunur. t

ad�m sonunda örgü uzay�ndaki tüm parçac�klar için ya³ama olas�l�§� ise,

Pr(t) =
1

N

N∑
i=1

K∑
x=1

Pi(x, t) (5.2.7)

ba§�nt�s� ile bulunur. Burada N , rastgele yürüyü³ü gerçekle³tiren parçac�k say�s�, r,
herhangi bir kon�gürasyonu gösterir. N , örgü uzunlu§u K ve tuzak say�s� n cinsinden
N = K − n ³eklinde ya da tuzak yo§unlu§u ρ = n/K 'ya ba§l� olarak N = K(1− ρ)

³eklinde ifade edilebilir. Örgü noktalar� örgü üzerinde {1, 2, 3, . . . , K−1, K} ³eklinde
s�ralan�r.

Tuzaklar, tamamen so§urucu ve hareketsiz oldu§undan, yürüyü³ boyunca
parçac�klar�n tuzak noktalarda bulunma ve ya³ama olas�l�klar� s�f�rd�r. Bu nedenle
ya³ama olas�l�§� hesaplan�rken yap�lan toplam, tuzak noktalardan etkilenmez.

Klasik rastgele yürüyü³te ya³ama olas�l�§� incelendikten sonra ya³ama olas�l�§�n�n
kuantum kar³�l�§�na (Jayannavar, 1991; Parris, 1989a, 1989b) bak�lm�³t�r. Kuantum
yürüyü³te, bir boyutlu kesikli bir örgüde uzay�n�n her bir noktas�nda ya bir kuantum
durumu ya da bir so§urucu tuzak vard�r. Tuzaklar, örgü üzerine rastgele da§�t�l�r ve
sonsuz potansiyel kuyular� gibi yutucu karaktere sahiptir. Bu tuzaklarda her hangi bir
kuantum durumunun ya³amayaca§� kabul edilir. Tuzaklar d�³�ndaki noktalar ise
hareketin ba³lang�c�nda belirlenen bir kuantum durumunda bulunurlar. Kuantum
durumlar�, her bir zaman ad�m�nda örgü üzerinde kuantum yürüyü³ü gerçekle³tirirler.
Her bir zaman ad�m�nda yeni konumlar ve kuantum durumlar�, U üniter dönü³ümü ile
belirlenir. Kuantum durumlar�n�n her hangi bir t an�nda her hangi bir x konumunda
bulunma olas�l�§� da,

P (x, t) = |ψ↑(x, t)|2 + |ψ↓(x, t)|2 (5.2.8)

denklemiyle hesaplan�r.

Kuantum parçac�klar�n�n ya³ama olas�l�klar�n�n bulunabilmesi için bir önceki
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bölümde anlat�lan basitle³tirmeden yararlan�larak, t an�nda tüm parçac�klar�n ya³ama
olas�l�klar�, farkl� konumlardan harekete ba³layan bir parçac�§�n ya³ama
olas�l�klar�n�n toplam� olarak klasik ya³ama olas�l�§�na benzer ³ekilde denklem (5.2.7)
deki gibi bulunabilir.

Kuantum yürüyücü, tuzak noktalardan birine geldi§inde tuzak taraf�ndan so§rulur.
Bir ba³ka deyi³le tuzak noktalar, kuantum yürüyücünün kuantum durumlar�n� yok eder.
Bu nedenle tuzak noktalar için ya³ama olas�l�§�ndan bahsedilemez. Yürüyü³ boyunca
tuzak noktalar�n ya³ama olas�l�klar� s�f�rd�r.

Kuantum yürüyü³te ya³ama olas�l�§�, üç farkl� ba³lang�ç durumu için incelenmi³tir.
Birinci durumda, bütün kuantum durumlar� |↑〉, ikinci durumda rastgele olarak |↑〉 ya
da |↓〉 ve son durumda 1√

2
(|↑〉 + i |↓〉) ³eklinde süperpozisyon durumunda seçilmi³tir.

Bu durumlar s�ras�yla yukar�, miks (kar�³�k) ve simetrik olarak adland�r�labilir.

Tuzaklar�n rastgele da§�l�m�n� sa§lamak için farkl� ba³lang�ç ³ekillenimleri
üzerinden ya³ama olas�l�§�n�n istatistik ortalamas� hesaplanm�³t�r.

〈P (t)〉 =
1

M

M∑
r=1

Pr(t) (5.2.9)

Burada M , farkl� ³ekillenim say�s�n� gösteririr.

5.3 Sonuçlar ve Tart�³ma

5.3.1 Kuantum Yürüyü³te Ya³ama Olas�l�§�

Farkl� tuzak yo§unluklar�nda (ρ = 0.05, ρ = 0.1, ρ = 0.2 ve ρ = 0.3), durumlar�n
ya³ama olas�l�§�n�n zamanla de§i³imini incelemek için yukar�, miks ve simetrik
ba³lang�ç durumu için t = 200000 zaman ad�m�, K = 101 örgü noktas� ve
M = 10000 farkl� ³ekillenim kullan�larak �ekil (5.2) çizdirilmi³tir.
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(c)
�ekil 5.2 Ba³lang�ç durumlar� a) |↑〉 (yukar�), b) |↑〉 yada |↓〉 (miks), c) 1√

2
(|↑〉+i |↓〉)

(simetrik) olan kuantum yürüyü³ünde ρ = 0.05, ρ = 0.1, ρ = 0.2 ve ρ = 0.3,
T = 20000, K = 101, M = 10000 için kuantum durumlar�n�n ya³ama olas�l�§�n�n
zamanla de§i³imi.

Ya³ama olas�l�§�, beklendi§i gibi zamanla azal�r ve tuzak yo§unlu§u artt�kça daha
dü³ük de§erler al�r. Ya³ama olas�l�§�n�n dinami§ini daha yak�ndan inceleyebilmek için
log(− ln〈P (t)〉) − log t skalas�nda bak�ld�§�nda, �ekil (5.2)'den de görüldü§ü gibi üç
farkl� ba³lang�ç durumu içinde ya³ama olas�l�§�n�n zamanla de§i³iminde iki farkl� rejim
ortaya ç�kar. Bu iki rejim, belirli bir tc zaman�nda bir geçi³e (crossover) neden olur.
tc'nin yeri, tuzak yo§unlu§una ba§l�d�r. Geçi³ zaman� (crossover time) tc, yukar� ve
simetrik ba³lang�ç durumu için tc ≈ 25/ρ, miks ba³lang�ç durumu için tc ≈ 8/ρ'da
gözlenir.

Geçi³ zaman�ndan önce ve sonra, t = 1'den t = tc'ye ve t = tc'den t = T 'ye
ya³ama olas�l�§� zamana lineer olarak ba§l�d�r. Bu lineer ba§l�l�k, ya³ama ols�l�§�n�n
zamanla de§i³iminin gerilmi³ üstel (stretched exponential ) fonksiyona (Phillips, 1996)
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�ekil 5.3 Yukar�, miks ve simetrik ba³lang�ç
durumlar� kullan�larak gerçekle³tirilen kuantum
yürüyü³te T = 20000, K = 101, M = 10000
için β1,2 parametrelerinin ρ ile de§i³imi.

uydu§unu gösterir.
〈P (t)〉 ∼ exp

[−tβ
]

(5.3.1)

Burada β, 〈P (t)〉'nin azalma h�z�n� belirleyen parametredir. Bu parametre tc'den önce
ve sonra s�ras�yla β1 ve β2 de§erlerini al�r. �ekil (5.3)'de β1 ve β2'nin tuzak
yo§unlu§una göre de§i³imleri görülmektedir. Tuzak yo§unlu§u artt�kça, β1 azal�rken,
β2 artar. Dü³ük tuzak yo§unlu§unda β1'in davran�³�, klasik RS yakla³�m metodu ile
anla³�labilir. st, t ad�m sonunda ziyaret edilen farkl� noktalar�n say�s� ise yürüyücünün
tuzaklanmama olas�l�§� pt = (1 − ρ)st olarak yaz�labilir. Ortalama olas�l�k ise
λ = − ln (1− ρ) tan�m� ile birlikte P (t) = 〈pt〉 = 〈exp (−λst)〉 biçiminde ifade
edilebilir. RS yakla³�m�n�, k�sa zaman ve dü³ük tuzak yo§unlu§unda kullanmak için
P (t) ≈ exp (−λ〈st〉) olarak al�nabilir. Klasik rastgele yürüyü³ için 〈st〉 ∼

√
t

oldu§undan P (t) ≈ exp (−λ
√

t) ifadesi, bilinen RS ölçeklendirme formunu verir.
Kuantum yürüyü³ için 〈st〉 ∼ t oldu§undan (Konno, 2002; Konno, 2005a) RS
rejiminin kuantum kar³�l�§�nda β1 ∼ 1 bulunur.

〈st〉'nin en büyük de§eri, perdeleme (screening) yada nüfuz etme (penetration)
uzunlu§u ile ili³kilendirilir ve yürüyücülerin ba³lang�ç noktas� ile tuzakland�§� nokta
aras�ndaki mesafeyi belirtir. Kuantum yürüyücüler, klasik bir yürüyücüden daha büyük
nüfuz etme uzunlu§una sahiptir ve daha büyük gruplarda yürüyü³e ba³lad�klar�nda çok
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uzun süre tuzaklanmadan kalabilirler. DV rejiminin kuantum kar³�l�§�nda bu dominant
gruplar, klasik DV rejiminde oldu§undan daha büyük olmal�d�r. Yava³ azalan bu
büyük gruplar�n ortalamas�, DV rejiminin kuantum kar³�l�§�nda ya³ama olas�l�§�n�n
klasik difüzyondan daha yava³ azalmas�na neden olur. Benzer ³ekilde sürekli kuantum
yürüyü³le yap�lan kuantum ta³�n�m probleminde, β = 1/4 olarak bulunmu³tur (Parris,
1989a). �ekil (5.3)'den de görüldü§ü gibi β2 bu de§ere ρ > 0.3 için yak�nsar.

Yap�lan bu analizler sonucunda, �ekil (5.2)'de görülen geçi³in, RS'den DV'ye
geçi³in kuantum kar³�l�§� oldu§u söylenebilir. Klasik rastgele yürüyü³te bu geçi³,
çok uzun zaman sonra ortaya ç�kar ve gözlenmesi zordur. Klasik sistemlerde, tuzak
yo§unlu§unu artt�rarak ya da büyük difüzyon katsay�lar� olan sistemler kullan�larak
tc azalt�labilir. Kuantum yürüyü³ içinde tc'nin ρ artt�kça azald�§� �ekil (5.2)'den
görülebilir.

Tuzak yo§unlu§unun artmas�, kuantum yürüyü³te e³evrelili§i bozar ve
kuantumdan klasi§e geçi³ gözlenir (Romanelli ve ark., 2005, Chandrashekar ve ark.,
2007, Gönülol ve ark., 2009). Ayr�ca DV rejiminin kuantum kar³�l�§�nda ya³ama
olas�l�§�n�n klasik difüzyondan daha yava³ azalmas�, kuantum yürüyü³ temelli arama
algoritmalar�n�n uygulamalar�n�n, dü³ük tuzak yo§unlu§u ile s�n�rland�r�lmas�na
neden olabilir. Kuantumdan klasi§e geçi³te bilinen k�s�tlama faktörü, yüksek tuzak
yo§unlu§u için geçerlidir. Bu nedenle a³a§�daki alt ba³l�kta, yüksek tuzak
yo§unlu§unda kuantum yürüyü³ün davran�³� ara³t�r�lm�³ ve kuantumda RS'den
DV'ye geçi³in, klasikten daha önce gerçekle³ti§i kan�tlanm�³t�r.

5.3.2 Klasik ve Kuantum Yürüyü³te Ya³ama Olas�l�§�

Klasik rastgele yürüyü³te ya³ama olas�l�§�n�n k�sa ve uzun zaman davran�³� ve
RS'den DV'ye geçi³in belirtileri �ekil (5.4)'de görülüyor. K�sa zaman davran�³�nda
ya³ama olas�l�§� �ekil (5.4(a))'daki gibi dü³ük tuzak yo§unlu§unda RS rejimi ile ve
β = 1/2 ile uyumludur. Tuzak yo§unlu§u artt�r�ld�§�nda, e§im azal�r ve yüksek tuzak
yo§unluklar� için �ekil (5.4(b))'de görüldü§ü gibi DV davran�³�na ula³�l�r ve β, 1/3'e
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(b)
�ekil 5.4 Farkl� tuzak yo§unluklar�nda K = 50000 için klasik rastgele yürüyü³te
ya³ama olas�l�§�n�n zamanla de§i³imi a) T = 2000 ve ρ = 0.01, ρ = 0.005. Kesikli
çizgiler β = 1/2 e§imi belirtir. b) T = 2000 ve ρ = 0.2, ρ = 0.5. Kesikli çizgiler
β = 1/3 e§imi belirtir.

yak�nsar. DV ölçeklendirme formuna yak�nsama, daha yüksek tuzak yo§unluklar�nda
daha h�zl� olur. Bu analitik de§erler, termodinamik olarak büyük sistemler için
geçerlidir.

Kuantum yürüyü³ ile klasik yürüyü³ü kar³�la³t�rabilmek için örgü uzunlu§u
K = 101 seçilerek T = 1000 zaman ad�m� sonunda �ekil (5.5(a))'da klasik yürüyü³
için �ekil (5.5(b))'de kuantum yürüyü³ için ya³ama olas�l�klar�n�n zamanla de§i³imi
çizdirilmi³tir. Bu durumda, kuantum yürüyü³te RS'den DV'ye geçi³ olmas�na ra§men
klasik yürüyü³ün hala RS rejiminde oldu§u görülmektedir.
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(b)
�ekil 5.5 a) Klasik rastgele yürüyü³te, b) ba³lang�ç durumlar� |↑〉 olan kuantum
yürüyü³te ya³ama olas�l�§�n�n zamanla de§i³imi.
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�ekil 5.6 Klasik rastgele yürüyü³ ve kuantum
yürüyü³te azalma parametresi β'n�n tuzak
yo§unlu§u ρ ile de§i³imi.

Tuzak yo§unlu§unun ölçeklendirmeye etkisini sistematik bir ³ekilde inceleyebilmek
için �ekil (5.6)'da β1, β2, ve βcl'nin tuzak yo§unlu§u ile de§i³imi çizdirilmi³tir. Tuzak
yo§unlu§u artt�kça β1 ve βcl azal�rken, β2 tam tersine artar. RS ve DV rejimin en iyi
ay�rtedilebildi§i tuzak yo§unlu§u aral�§� �ekil (5.5(b))'deki gibidir. Çok yüksek tuzak
yo§unluklar�nda bu ayr�m, zor ay�rdedilir ve β1,2, �ekil (5.6)'da görüldü§ü gibi βcl

de§erine yak�nsar. Bu durum, yüksek tuzak yo§unluklar�nda kuantumdan klasi§e geçi³
tahminleriyle uyu³maktad�r. �ekil (5.5(b))'de görülen kuantum yürüyü³teki k�sa ve
uzun zaman davran�³� aras�ndaki dinamik geçi³in, �ekil (5.6)'ya bakarak kuantumdan
klasi§e geçi³ olmad�§�, bu geçi³in, klasik RS den DV'ye geçi³in kuantum kar³�l�§�
oldu§u anla³�lmaktad�r.

5.3.3 Tek Parçac�k ile Kuantum Yürüyü³te Konum Ölçümü ve Çok Parçac�k ile
Kuantum Yürüyü³te Ya³ama Olas�l�§�

Bu altbölümde, ya³ama olas�l�§� ile bir boyutta kuantum yürüyü³te konum ölçümü
aras�ndaki ili³ki analitik olarak gösterilmi³tir. Bir boyutta kuantum yürüyü³te konum
ölçümünde (Shikano ve ark., 2010; Chisaki ve ark., 2010; Shikano, 2011), konum
Hilbert uzay� HP = {|z〉 : z ∈ Z} olarak verilir. Kuantum yürüyü³te bir ad�m
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�ekil 5.7 K = 101 ve t = 1000 için klasik
rastgele yürüyü³te ve |↑〉 ba³lang�ç durumu ile
kuantum yürüyü³te azalma parametresi β'n�n
tuzak yo§unlu§u ρ'ya göre de§i³imi. Kesikli
çizgiler analitik sonuçlar� gösterir.

dinami§i,

ρ(t + 1) = (1− p)Uρ(t)U †

+ p |χ〉 〈χ| ⊗ TrC
∑

z,z′∈Z

[
(Î ⊗ |z〉 〈z|)Ûρ(t)Û †(Î ⊗ |z′〉 〈z′|)

]
(5.3.2)

denklemiyle bulunur. Denklemde
∣∣∣ψ̃(0)

〉
= |χ, 0〉, ρ(0) =

∣∣∣ψ̃(0)
〉〈

ψ̃(0)
∣∣∣ ve p ∈ [0, 1]

ile verilir. p = 1/tγ (0 ≤ γ ≤ 1) iken kuantum yürüyü³te konum ölçümü için
asimptotik davran�³, 〈s(D)

t 〉 ∼ t(1+γ)/2 olarak elde edilir (Shikano ve ark., 2010; Chisaki
ve ark., 2010).

Termodinamik limitte K →∞ (ρ sabit, t yeteri kadar büyük iken), çok parçac�k ile
kuantum yürüyü³, tek parçac�k ile kuantum yürüyü³e indirgenebilir. Birbiriyle
etkile³meyen kuantum parçac�klar� ve kuantum para (coin) için çok parçac�k ile
kuantum yürüyü³ modelindeki parçac�§�n tuzak noktas�na dü³erek so§urulmas�,
konum ölçümü durumuna e³de§erdir. Bu yüzden kuantum yürüyü³te konum ölçümü
sonuçlar�, bu sisteme uygulanabilir. Kuantum yürüyü³ün asimptotik davran�³�n�
gösteren 〈s(D)

t 〉 ∼ t(1+γ)/2 ba§�nt�s�nda, t an�nda parçac�§�n tuza§a dü³me olas�l�§�
p = tρ/t = (1/t)(1−ρ) yerine yaz�ld�§�nda, 〈s(T )

t 〉 ∼ t1−
ρ
2 elde edilir. Bu, ortalama

serbest yol olarak al�nabilir. Termodinamik limitte, merkezi limit teoremi uygulanarak
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�ekil 5.8 |↑〉 ba³lang�ç durumu ile ba³layan
kuantum yürüyü³ünde K = 81, K = 101 ve
K = 201 örgü noktas� için azalma parametresi
β'n�n tuzak yo§unlu§u ρ ile de§i³imi.

ya³ama olas�l�§�n�n serbest yol ile,

〈P (t)〉 ∼ exp

[
−〈s

(NT )
t 〉
〈s(T )

t 〉

]
∼ exp

[
−t

ρ
2

]
(5.3.3)

³eklinde üstel azald�§� bulunur. Bu denklemde 〈s(NT )
t 〉 ∼ t, tuzak noktalar olmadan

ortalama serbest yolu belirtir. Ayn� zamanda konum ölçümü olmadan kuantum yürüyü³
davran�³�n� belirtir.

Sabit tuzak yo§unlu§unda ya³ama olas�l�§�, termodinamik limit t ¿ K ve t ∼ K

durumlar� için incelenirse; Birinci durum, geçi³ten (crossover) önceki zaman� belirtir.
Bu durumda ya³ama olas�l�§�, küçük t'ler için hesaplanmal�d�r. Bu nedenle ya³ama
olas�l�§� için denklem (5.3.3) direkt olarak kullan�lamaz. Ya³ama olas�l�§� küçük t'ler
için,

〈P (t)〉 ≈ 1− 〈s(T )
t 〉 ∼ 1− t(1− ρ

2) (5.3.4)

³eklinde yeniden yaz�lmal�d�r.
〈P (t)〉 ∼ exp

[−tβ1
] ≈ 1− tβ1 oldu§undan β1,

β1 = 1− ρ

2
(5.3.5)
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olarak elde edilir. �kinci durum, geçi³ten sonraki zaman� belirtir ve üstel azalma için
denklem (5.3.3) direk olarak kullan�labilir. Bu durumda β2,

β2 =
ρ

2
(5.3.6)

olarak elde edilir.

Bu analitik sonuçlar, numerik sonuçlarla �ekil (5.7)'deki gibi kar³�la³t�ralabilir. Çok
parçac�k ile kuantum yürüyü³te, numerik hesaplamalarda, belirli bir yönelim durumu
kullan�lm�³ olsa da �ekil(5.7)'de görüldü§ü gibi analitik ve numerik sonuçlar birbiri ile
uyumludur. Bunun yan�nda �ekil (5.8)'de, sonlu boyut ölçeklenmesi olup olmad�§�n�
ara³t�r�lm�³t�r. Örgü boyu artt�r�ld�§�nda ve azalt�ld�§�nda analitik sonuçlarla uyumda
herhangi bir de§i³iklik olmad�§�ndan sonlu boyut ölçeklenmesi olmad�§� söylenebilir.



BÖLÜM ALTI
SONUÇLAR

Bu tez kapsam�nda, kesikli kuantum yürüyü³ modeli incelenmi³ ve konu ile ilgili üç
çal�³ma sunulmu³tur. Dördüncü ve be³inci bölümde tan�t�lan, iki boyutlu tuzakl� örgüde
kuantum yürüyü³te e³evresizlik ve üç boyutlu tuzakl� örgüde e³evresizli§in boyuta
ba§l�l§� çal�³malar�, kuantum yürüyü³ün zaman evriminde büyük öneme sahip olan ve
kuantum yürüyü³ün klasik yürüyü³e geçi³ine neden olan e³evresizlik ile ilgilidir. Bu
çal�³malarda e³evresizlik, so§urucu tuzaklarla modellenerek, literatürdeki çal�³malara
yeni bir bak�³ aç�s� getirilmi³tir. Alt�nc� bölümde tan�t�lan son çal�³mada ise bir boyutlu
tuzakl� örgüde gerçekle³tirilen kuantum yürüyü³te parçac�klar�n ya³ama olas�klar�n�n
zamanla de§i³imi incelenmi³tir.

�ki boyutlu tuzakl� örgüde kuantum Hadamard, Fourier ve Grover yürüyü³lerinde
e³evresizli§in incelendi§i ilk çal�³mada, kritik bir tuzak yo§unlu§u de§erine kadar
kuantum yürüyü³ün h�z�n�n, her zaman klasik parçac�klar�n yay�lma h�z�ndan büyük
oldu§u görülmü³tür. Ayr�ca, bu üç yürüyü³ aras�nda e³evresizli§e en dayan�kl� olan�n
Hadamard yürüyü³ü oldu§unu bulunmu³tur.

Üç boyutlu tuzakl� örgüde Hadamard yürüyü³ünde e³evresizli§in boyuta
ba§l�l�§�n�n ara³t�r�ld�§� ikinci çal�³mada, ortaya ç�kan e³-evresizli§in kuantum
durumlar�n yay�lma h�zlar�n� etkiledi§i ve bu e³-evresizlik nedeniyle kuantum
durumlar�n�n yay�lma h�zlar�n�n klasik rastgele yürüyü³teki yay�lma h�z�na gitti§i
görülmü³tür.

Üçüncü ve son çal�³mada ise bir boyutlu tuzakl� örgüde çok parçac�k ile kuantum
yürüyü³ gerçekle³tirilmi³tir. Bu modelde, e³-evresizli§in tersi olan e³-evreli olma hali
kuantum yürüyücülerin ya³ama olas�l�§� cinsinden modellenmi³tir. Bu çal�³mada,
di§erlerine göre farkl� bir model kullan�lsa da asl�nda önceki iki çal�³man�n devam�
niteli§inde olup, önceki çal�³malarda ele al�nmayan ama asl�nda önemli olan bir
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problemi tart�³mak için yap�lm�³t�r. Bu çal�³mada, kuantum durumlar�n ya³ama
olas�l�§�, di§er bir ifadeyle e³-evrelilik, zaman�n bir fonksiyonu olarak farkl� tuzak
yo§unluklar� için incelenmi³ ve kuantum durumlar�n ya³ama olas�l�§�n�n zaman
evriminin, gerilmi³ üstel yasaya uydu§u bulunmu³tur. Ayr�ca k�sa zaman ile uzun
zaman limiti aras�nda bir kritik geçi³ gözlenmi³ olup, bu geçi³in tuzakl� örgüde
gerçekle³tirilen klasik rastgele yürüyü³teki RS den DV ye geçi³ oldu§u görülmü³tür.

Elde edilen bu sonuçlar, tuzaklar�n kuantum yürüyü³ler için iyi bir e³-evresizlik
mekanizmas� oldu§unu ortaya koymaktad�r. Kuantum yürüyü³ün, e³-evresizlik
mekanizmalar� alt�nda nas�l davrand�§�n� bilmek önemlidir. Çünkü �ziksel
realizasyonlarda, her zaman tuzak veya tuza§a benzer davran�³lar sergileyen
e³-evresizlik mekanizmalar� sistemde yer alabilir. Kuantum algoritma geli³tirme
çal�³malar�, e³-evresizlik probleminden ba§�ms�z olarak dü³ünülemez. Kuantum
yürüyü³ modelleri, kuantum algoritmalar�n�n matematiksel modeli olarak
kullan�lmaya aday olmas� nedeniyle kuantum yürüyü³ modellerinde, e³-evresizlik
olaylar�n�n anla³�lmas� önemlidir. Yap�lan bu üç çal�³ma, bu problemin anla³�lmas�na
yönelik katk� niteli§indedir.
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