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YARI ILETKENLERDE YUK TASIYICILARININ TASINIM
DENKLEMLERININ MONTE CARLO YONTEMIYLE COZUMU

Oz

Yar1 iletkenlerdeki yiik tasiyicilarinin hareketlerinin ve taginim denklemlerinin
analiz edilmesi, yari iletken aygitlarin gelisimi i¢in biliylik 6nem tagimaktadir.
Bu analizler i¢in gereken etkilesmelerin, elektronik etkilesmelerin, bant yapisinin
tanimlamalar1 yapildiktan sonra fonon sagilmasi, safsizlik sagilmasi gibi sagilma

igslemlerinin tanimlamasi ve fiziksel olarak ¢oziimlemeleri yapilmigtir.

Bu analizlerin yapilmasinin kolaylasgtirilmasi icin bilgisayar simiilasyonu
kullanilmigtir ve bu sayede niimerik degerler tizerinden kolayca caligma imkani
bulunmustur. Bu simiilasyonlar i¢cin Monte Carlo yontemi kullanilmigtir. Monte
Carlo yonteminin ¢ok genis bir sekilde ve kolaylikla yiik tagiyicilarin taginim
denklemlerine uygulanabiliyor olmasi, isi oldukca kolay ve verimli hale

getirmektedir.

Monte Carlo yontemi hakkinda genel bir bilgi verildikten sonra sacilma
islemlerinin uygulamalarinin bu yonteme nasil uyarlanacag: tizerine caligilmigtir.
Yazilan Monte Carlo programinin bazi boltimlerinin hangi fiziksel problemi ¢ozmek
icin kullanildigr anlatilmigtir. Bundan sonra bulk GaAs tizerinde uygulanan
elektrik alan, sicaklik ve safsizlik konsantrasyonu degerleri degistirilerek hareket
hesaplar1 yapilmig ve sonuclar iizerinde karsilagtirmalar ve degerlendirmeler

yapilmigtir.

Anahtar sozciikler: Sacgilim, sacilma teorisi, Monte Carlo yontemi, yari

iletken, mobilite, simiilasyon
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THE SOLUTION OF CARRIER TRANSPORT EQUATIONS IN
SEMICONDUCTORS BY USING MONTE CARLO METHOD

ABSTRACT

The analysis of motions and transport equations of carrier transport in
semiconductors take great importance for development of semiconductor devices.
The definitions and physical solutions of scattering processes such as necessary
interactions for these analysis, electronic interactions, phonon scattering after

doing definitions of band structure, impurity scattering are considered.

To make simpler of these analysis computer simulations are used and by the
agency of this possibility of study over the numerical values are found easily. For
these simulations Monte Carlo method is used. Monte Carlo method applicable
to carrier transport equations widely and easily. Therefore, calculations become

simpler and efficient.

After giving general information about Monte Carlo method, calculations are
done about applications of scattering processes, how to adapt to this method.
Some parts of Monte Carlo program which are used for solving whichever
physical problem are explained. After that, calculations of motion are done
thereby values of applied electric field on bulk GaAs, temperature and
concentration of impurity are changed, comparisons and evaluations are done

about the results.

Key Words: Scattering, scattering theory, Monte Carlo Method,

semiconductor, mobility, simulation
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BOLUM BIR
GIRIS

Yar iletkenlerdeki yiik tasiyicilarinin hareketlerinin incelenmesi ve analiz
edilmesi, elektronik aygitlarin gelistirilmesinde ¢ok biiyiik 6nem tagimaktadir. Bu
inceleme ve analizlerin yapilabilmesi i¢in etkilesmelerin, elektronik etkilesmelerin,
bant yapisinin ¢ok iyi bilinmesi gerekmektedir. Yiik tasiyicilarda bu caligmalarin
yapilmasi, yapisinda yari iletken bulunduran diyot, transistor ve transistorlerin
ozel igler i¢in diizenlenmisg ve toplanmig hali olan entegre devre, mikrokontrolor,

islemci gibi yapilarin geligmesini saglamaktadir.

Bahsedilen yiik tasiyicilarin analiz edilmesi deneysel yollar ile cok maliyetli ve
uzun siirecli islemlerdir. Bunun yerine bilgisayar simiilasyonlari ile yiik tasiyicilar:
iizerinde arastirma yapilabilmektedir. Bu sayede hem zamandan hem de
maliyetten c¢ok biiyiik kazang saglanmaktadir. Bilgisayar simiilasyonlari
kullanilarak arastirmalar yapilacakken en 6nemli nokta, gerekli her seyin c¢ok
dikkatlice kullanilmasidir. Gozardi edilen bir parametre, deger ya da olasilik,
sistemde ¢ok onemli etkilere yol agiyor olabilir ve deneysel sonuglardan g¢ok
uzaklara gidebilir. Bu nedenle simiilasyon oncesi her etkilesim her olasilik
dikkatlice ele alimp hesaplanmali, hangisinin hesaba katilmasinin gerekli olup

olmadig1 belirlenmelidir.

Bilgisayar simtilasyonlari ile tagiyicilarin simiile edilmesinde en ¢ok bagvurulan
yontem Monte Carlo yontemidir. Monte Carlo yontemi, yiik tasiyicilarinin
incelenmesine ¢ok kapsamli bir gekilde uygulanabilmekte, hem tek parcacik igin
hem de y1gin modeller igin Monte Carlo yontemi uygulanabilmektedir. Boylece
ister tek bir parca tizerinde ister bir y1gin tizerinde gecis siireleri, sicaklik, safsizlik
oranlar1 gibi degerleri degistirerek, sisteme yaptigi degisimleri sayisal olarak

gorebilmekte ve analiz edebilmekteyiz.



Bu ¢alismalarin hizlanmasi ve gelismesi sayesinde yiik tasiyicilar: tizerine daha
¢ok bilgi edinilmekte, yari iletkenlerin geligtirmeleri her giin daha ileri seviyelere
ulagmaktadir. Bu da ozellikle gliniimiiziin degismez bir parcasi olan
bilgisayarlarin, iglemci ve yonga setleri olmak iizere, hayatimizin her noktasinda

var olan yar1 iletken aygitlarin gelisimine biiyiik katk: saglamaktadir.

Bu cahsmada oncelikle yar1 iletkenlerin bant yapilarindan, elektron
hareketlerinden, orgii titresimlerinden bahsedecegiz. Ardindan sagilma iglemlerini
inceleyip sisteme etkilerine bakacagiz. Bir sonraki adimda Monte Carlo yontemini
bizim yapimiza uygulayacagiz ve son olarak GaAs tlizerinde yik tasiyicilarini

inceleyecegiz.



BOLUM IKI
MONTE CARLO YONTEMI

Monte Carlo yontemi, ¢ok biiyiik sayr kiimelerinin rastgele orneklenmesi
temeline dayali bir yontemdir. Bu yontemde kullanilan Monte Carlo integrasyonu,
galigilan fonksiyonu, noktalarin rastgele bir 6rneklenmesi tizerinden degerlendirip,

bu rastgele érneklemeye dayanarak integralin sonucunu bulmaktir.

2.1 Monte Carlo Yontemi

Monte Carlo yontemi matematiksel bir problemi ¢6zmek icin rastgele sayilar
kullanan bir tekniktir. Monte Carlo yontemi olarak bilinen sayisal metodlar
istatistiksel benzetme metodlar1 olarak da bilinir (Devries, 1994). Monte Carlo
yontemi ¢ok uzun zamandir bilinmesine ragmen, son yirmi yildan bu yana
geligtirilerek, karmagik problemlere ve uygulamalara yeterli yaklagiklikta ¢oztimler
iiretebilecek diizeye getirilmigtir. Bu yontemin adi, Monaco'nun bagkenti olan
Monte Carlo'nun bir kumar merkezi olmasindan ve bu sans oyunlarinin, sayilarin

istatistiksel dagiliminin benzetiminden gelmesinden dolayidir.

Monte Carlo yontemi, diinya atmosferindeki radyasyon gegisinden, yiiksek
enerji fizigi deneylerine, sans oyunlarindan hava tahminlerine kadar bir c¢ok

similasyonda kullanilmaktadir.

Istatistiksel simiilasyon metodlari, bazi matematiksel ve fiziksel sistemleri tarif
eden genel veya kismi diferansiyel denklemler iizerine uygulanan sayisal mantik
metodlar1 olarak tanimlanirlar. Monte Carlo yonteminin bir¢ok uygulamasinda
fiziksel islevi dogrudan simiile edilebilir ve sistemin hareketini ifade eden
diferansiyel denklemlerin yazilmasina ihtiya¢ duyulmaz. ihtiyag duyulan tek sey,

sistemi acgiklayan olasilik yogunlugu fonksiyonunun bilinmesidir.
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Bir fiziksel sistemin geligiminin olasilik yogunluklari ile tarif edilebilecegi
diigtiniiliirse, Monte Carlo simiilasyonu bunlar1 kullanarak ornekleme yoluyla
¢oziime ulagir. Problem iizerine biitiin olarak dagitilan rastgele sayilar tiretmek
icin, hizli ve etkili bir yontem gerekmektedir. Bu rastgele orneklemelerin ve
kararlarin sonuclari istenen problemin sonucunu tiretmek icin uygun bir yontem
ve kararlilikta arttirilarak birbirleriyle iligkilendirilmelidir (Binder, 1986). Monte
Carlo yonteminin 6nemli karakteristigi, fiziksel problemin bir ¢6ziimiine ulagmak
icin rastgele ornekleme teknigini de kullanmasidir. Diger yandan uygun bir sayisal
¢oziimiin elde edilmesi fiziksel sistemin bilinmeyen durumlar: i¢in diferansiyel

denklemlerin ¢ozlimiiniin yapilarak sistemin matematiksel modeli ile baslar.

Monte Carlo yontemi lineer denklemler sisteminin tersi ya da simirh bir
integralin sonucu gibi stokastik icerik goriiniimiine sahip olmadigindan, rastgele

veya stokastik iglemlerin simiilasyonunda gercekteki gibi sinirli degildir.

2.2 Rastgele Say: Uretici

Monte Carlo yonteminde kullanilan rastgele sayilarin siralanmasi torbadan
numara ¢ekme, zar atma, yazi-tura, rulet masalar1 gibi baz rastgele iglemlerle
iiretilebilir. Pratikte Monte Carlo hesaplamasinda bilgisayar kullandigimiz i¢in
rastgele sayilarin {iretilmesini de bilgisayara yaptirmriz. Iyl tammlanmig bir
aritmetik prosediire gore tretilen sayilarin gercek rastgele sayilar gibi
diisiiniilemeyecegi aciktir. Bu nedenle bilgisayarin tirettigi bu sayilari rastgelemsi

(pseudorandom) olarak isimlendirebiliriz.

Bir ¢ok metod kullanarak rastgele sayilar sirasini elde etmek miimkiindiir.
Siralamadaki her bir rakam kendisinden sonra gelecek rakami bulmak igin baz
matematiksel prosediirler kullamir.  Bdylelikle biittin siralama ilk rakami

vermekle belirlenir.  Rastgele say1 treticilerinin ¢ smifi kullanilmaktadir,



bunlar; lineer ¢gogaltici, Fibonacci iireteci ve Tausworthe tireteci olarak bilinirler.
Bilgisayar tzerindeki rastgele sayilari iireten matematiksel prosediir, bazi
numaralardan sonra kendini tekrar eden bir siralama da olusturabilir. En yaygin

aritmetik iglemlerden biri olan yontem soyledir:

X, = Cmod(X,,—1,N),

Burada tekrarlanma periyodunun miimkiin oldugu kadar biiyiik olmasi tercih
edilir. Periyodu artiran kogullar; (i) N degerinin biiyiik olmasi, (ii) baglangig
degerinin biiyiik ve tek say1 olmasi, (iii) C' = 8m 4+ 3, m’nin pozitif tamsay1

olmasidir.

Monte Carlo yonteminde kullanilacak rastgele sayi iireteci icin asagidaki

kriterler goz ontinde bulundurulmalhidir. Bu kriterler,

a) Rastgele say1 tiretecinin periyodu, simiilasyon igin yeterince uzun olmalidir.

b) Beklenmeyen sikintilarla kargilagmamak igin rastgele sayi tiretecinin iyi

yapilandirilmig olmas1 gerekmektedir.
c) Rastgele say tiretecinin dagiliminin degigmez olup olmadigl incelenmelidir.

d) Normal egride istatistiksel karar ve standart sapma

kaydedilmelidir.

e) Segilen aralikta tiretilen say1 miktarimn (N) 10.000’den fazla olmas: tercih

edilmelidir.

seklinde verilebilir.



BOLUM UC
YARI ILETKEN TEMELLERI

3.1 Bir Bant Yapisindaki ve Kristaldeki Elektronlar

Yar1 iletken kristal i¢indeki elektronlar, atomik g¢ekirdekten ve elektronlarin
kendilerinden ibaret olan bir periyodik kristal potansiyel icinde hareket
ederler. Kristal i¢indeki elektron taginimi iizerine ¢alisiliyorken, ¢cok karmasik bir
¢ok-madde problemi ile ilgilinmemiz gerekir. Ancak, elektronun kristal i¢indeki
hareketine gereken dikkati verirsek ve segilen elektron tlizerinde, atomik ¢ekirdegin
ve diger elektronlarin etkisinin yaklagik olarak 6ngoriilmiiy potansiyelini V' (r)
kabul edersek, ¢ok-madde problemi tek bir elektrona indirgenmig olur. V(r)’nin

periyodikligi ile 6rgiiniin periyodikligi ayni1 olmak zorundadir. Bu 6zellik
V(r+la+mb+nc) =V(r) (3.1.1)

olarak ifade edilir. Burada a,b ve c ilkel baz vektorleri, I,m ve n ise tamsayilardir.

Periyodik potansiyel V(r)nin elektronik durumlarina karar verebilmek i¢in,

Schrédinger denklemini ¢ozmemiz gerekmekte.

{_;—ﬂ;v? + V(r)} U(r) = E¥(r) (3.1.2)

Burada U (r) belirlenecek olan 6zfonksiyonunu, F enerji 6zdegerini, mg elektronun

bosluktaki agirhigini ifade etmektedir. Bloch teoremine gore

U (r) = upj(r)e™ " (3.1.3)



u, ;(r), V(r) ile aym periyodiklikte oldugundan

kg (r + la +mb + nc) = up;(r) (3.1.4)

olarak yazilir. k elektronun dalga vektoriinii, j bantlarin indekslerini ifade eder.

Enerji ozdegeri Fj, ; ters orgliniin periyodikligi ile periyodiktir, bu sekilde
Eirg; =By G =ga" + hb* + kc* (3.1.5)

yazilir. g, h ve k tam sayilar, a*, b* ve ¢* ise ters orgiiniin baz vektorleridir. Bu

ters orgii vektorleri

E; iligkisinin biitiin bilgisi, enerji bant yapisi, Ej ; periyodikliginden dolay:

ters orgiiniin bir periyodunda ifade edilebilir.

3.2 Bant Modeli

Iletim bandi icin, iletim bandimin minimumu cevresindeki bolgelerde Ej, k'nin
ikinci dereceden fonksiyonu (k'nin parabolik bantlari)
h2k? h?

=5 =3 (k2 + K, + k2) (3.2.1)

E,

etkin kitlenin tersinin
1 1 0°F},

m* R Ok

(3.2.2)

oldugu yerdir.

Iletim bantlar asagidaki formlarda kabul edilebilir.



k2 k?
: f] (3.2.3)

AL

My My *x

Birinci denklem etkin m kiitleli eg enerji yiizeyli bant yapisi icindir, bu
basit yapilar icin anlatilan modele uygundur. Ikinci denklem ise elipsoidal eg
enerji yuzeyleri i¢indir ve etkin kiitle terimi igerir. Elipsler kristografik yonlerde
gevrimsel simetriye sahiptir. Bu durumda k; ve k; sirasi ile k’'nin boylamsal ve

ters bilegimleridir.

Yari iletkenlerde degerlik bantlar1 hafif ve agir hole bantlarindan ve spin-orbit
split-off bantlarindan olusgur. Ikinci derece k - p pertiirbasyon teorisi, hafif ve agir

hole degerlik bantlarinin E' — £ iligkilerini verir.

h2
Bp= {Ak:2 + [B2K* + C2(R2K2 + K2K2 + K2K2)] 1/2} (3.2.4)

n 2m0

Burada mq elektronun bosluktaki agirligini, + hafif ve agir hole bantlar1 i¢in

durumu belirtir. A, B ve C degerleri sabit katsayilardir.

3.3 Elektron Dinamigi

Kristal icindeki elektronlar, kiitlelerindeki degisimler harig, bosluktaki bir
elektron gibi davranirlar. Elektronun kristal i¢indeki bu hareketinden dolay1

klasik hareket denklemleri ile tamimlanabilir.

Bir elektronun klasik hareketi toplam enerji tabanli (Hamiltonian) hareket

denklemleri tizerinden tanimlanir, H = F,+U, E}, kinetik enerji, U ise potansiyel



enerjiyi ifade etmek iizere. Iletim bandindaki elektronun Hamiltonian’i
H=E;+ E.r) (3.3.1)

E}, kristalin momentumu ve etkin kiitle terimleri olarak kinetik enerjiyi gosterir.

E.(r) ise iletim bantimin minimumudur,
E.(r) = sabit — x(r) — eV (r) (3.3.2)

olarak ifade edilir. x(r) elektron gekimi, e elektron yiikiiniin biytkligi, V(r)
elektrostatik potansiyeli ve sabit elektron enerjisinin referansi ile iligkilidir.
Materyal diizgiin dagihm gostermisse, x(r) degeri sabittir ve 3.3.2 denkleminden

elenebilir.

Hareket denklemleri, Hamiltonian hareket denklemlerinin benzerlikleri ile

kolayca olusturulabilir.

dk 1

o _CVvH .3.
=V (3.3.3)
dr 1

— = -V.H 3.4
i hvk (3.3.4)

V ve Vi r durum vektori ve k dalga vektoriine gore kismi tiirevlerdir. Grup

hizlar::
hk
— 3.3.5
oo 2k (3.3.5)
ve
Rk hk
V= — (3.3.6)

serbest elektron momentumunun kiitleye boliimiintin benzer formudur.
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Parabolik olmayan bantlar icin grup hizi 3.3.4

_mk_ 1

m* /14 dary(k)

(3.3.7)

v

olarak hesaplanabilir.

3.4 Orgii Titresimleri (Fononlar)

Orgii titresimleri, oda sicaklhiginda yiik tasiyicilarinin enerji ve momentum
durulma islerine ¢ok biiyiik katkida bulunurlar. Bu nedenle, fononlara gore

elektron sacilimi ¢ok 6nemli bir durumdur.

()rgii titregsimleri iyonlarin salinimlarinin bir bitiiniidir ¢linki kristal i¢indeki
iyonlar birbirlerine sikica baglanmiglardir. Bu nedenle, orgii alanindaki bir iyonun

yerdegistirmesi R bunlarin normal modlarinin tistiiste binmesi olarak agiklanir.

5 1/2 o o
u(R,t) =) (2pqu> eqlaqexp™ +a) exp™@T) (3.4.1)
q

Burada ¢ dalga vektoriinii, w, acisal frekansi, p kristalin kiitle yogunlugunu,
(2 kristalin hacmini. a, ve a;“ fonon dinamik degiskenlerini ve e, kutuplanmanin

fonon birim vektoriinii gosterir. Denklem

B\ 2 o
u(R,t) = Z (Zpﬂwq) eqlag + at,) exp™™ (3.4.2)
q

seklinde yazilabilir.



a4 icin hareket denklemi

%aq (t) = —iw,a,(t)

olarak verilir.

Bu aninda takip eden harmonik salinim ¢oziimiinii verir.

aq(t) = aq exp(—iw,(t))

Kuantum mekanigin a, ve a:;’y1 saglayan komutasyon iligkisi:

T

Ao, —
7

T _
aq/ aq - 5(](],

Enerji operatorii Hamiltonian a, ve ajl olarak
T 1
H=> hw,(aa,+ 3
q

seklinde ifade edilebilir.

Hamiltonian operatériinii 6zdegerini |n,) ile gosterirsek, o zaman

ajzaqmq) = ng|ng)
ulagmig oluruz.

Boylece

11

(3.4.3)

(3.4.4)

(3.4.5)

(3.4.6)

(3.4.7)

(3.4.8)
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enerji ozdegerini elde etmig oluruz.

nq kuantum durumunun enerjisinin Aw, nin n, katlarim gormemizle, a, ve afl

matris elemanlar1 olarak agagidaki denklemleri elde ederiz.

(ng — lag|ng) = /ng (3.4.9)

(ng +1lal|ng) = /ng+1 (3.4.10)

Yukaridaki iligki fononlara gore elektron sagilmalarini hesaplayacagimiz zaman

kullanacagiz.

Fononlar Bose parcaciklar1 olduklarindan, 7' sicakliginda ¢ modu ile

Bose-Einstein dagilimina gore fononlarin sayisi

1
) = s JopT) — 1

(3.4.11)

ile belirtilir.

Fonon enerjisi cok kiiciik ya da orgii sicakhigl hw, < kg1 kadar yiiksekse

esboliigiim uygulanabilir, bu da

<n>NkBT
thwq

(3.4.12)

denklemini verir.



BOLUM DORT
TASIYICI SACILIMI

4.1 Sacilimin Kuantum Mekaniksel Teorisi

Tam ¢oziimi yapilabilen ve zamandan bagimsiz H, Hamiltoniani ile temsil
edilen bir sistem goz oniine alalim. FEj enerji 6zdegerleri olmak tizere zamandan

bagimsiz Schrodinger denklemi
HoWy(r) = EpVy(r) (4.1.1)
seklinde yazilabilir. U, durumlarinin zamana baglilig
W7 ) = Uy (F)e Ert/h (4.1.2)

ile verilir ve bu fonksiyon aslinda

oW (7, 1)
f ot

i = HoW)(7,1) (4.1.3)

ile verilen zamana bagh Schrodinger dalga denkleminin ¢oziimiidiir. Sisteme
zamana baglh bir H' pertiirbasyonunun etki ettigini varsayarsak sistemin toplam

Hamiltonian1 ve zamana bagh Schrodinger denklemleri

H = Hy+ \H'

(4.1.4)

DU (7, 1)
ot

i = (Ho + AH")T(F,1)

olacaktir. Burada A\ pertiirbasyon yaklagikliginin derecesini takip etmek igin
kullanilan bir parametredir ve iglemlerin sonunda 1’e esitlenecektir. Pertiirbasyon

yoksa A sifirdir. H' pertiirbasyonunun Hy’a gore kiigiik oldugu varsayilmisgtir.

13
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UY(F,t) fonksiyonlar kiimesi tam ortonormal bir set olugturdugundan dolay
pertiirbe olmug sistemin ¢oziimii, W9(7,¢) 'nin lineer bir kombinasyonu olarak

alinabilir. Bu durumda
ch t)WR(F ch YWy () ekt (4.1.5)

yazilabilir. Bu ¢oziim Schrodinger dalga denkleminde yerine yazilirsa

DU (7, 1)
ot

ih = (Ho + AH")U(71)

— B .
thdck \Ilk F) + ZhZCk ‘Ifk _&) ( Zh k) e_lEkt/h

= (Ho + )\H’)ch(t)\l’k(F)e_iEkt/h
k

(4.1.6)

oldugu gortiliir. Bu denklem yeniden diizenlenerek
aCk —7,E t/h / —iExt/h
mz—\pk fIR = XY H'Cy(t) g (P)e P (4.1.7)
k

elde edilir. Cj’ya gore birinci mertebeden olan bu denklemler Schrodinger dalga

denklemi ile ayni bigimdedir. Ayrica eger W(7,t) normalize ise bu ozellik

kullanmlarak
1= /‘I’*(ﬁ t)W(r, )dV =/ (ZC,’;\D;,@ZEWH) (chqfkemkt/fl) av
K/ k
(4.1.8)
yazilabilir.

/ U 0(F)dV = 6(k, k') (4.1.9)
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ifadesi kullanilarak

dlG))P =1 (4.1.10)

k
elde edilir. Burada |Cy(¢)|* sistemin ¢ zamaninda pertiirbe olmamig & durumunda

bulunma olasiligidir. Bunun yaninda

/ U (F) U (7, 1) dV = / Z(kap;;, (r) g (r)e  Bet/hqy
k

= C (t)e Eut/h (4.1.11)

Cy (1) = eFwt/h / U (F) W (7, t)dV

ifadesinin karesi alinirsa Dirac bra-ket notasyonuna gore olan agagidaki sonug elde

edilir.

Co (D) = [(Ww (ME(, 1)) (4.1.12)

Simdi Cy(t) igin bir esitligin bulunmasi amaciyla 4.1.7 numarali denklem

\Il;;,e_"Ek’t/ "ile carpilip hacim iizerinden integrali alinirsa

aCk/

i
Ry

=AY (K| H'[k)Cy(t)eFu =FRn (4.1.13)
k
elde edilir. Buradaki Dirac bra-ket notasyonu

(k'|H'|k) = / Ut H'dV (4.1.14)

olarak yazilabilir. Zayif bir pertiirbasyon igin Cj(t)’deki degigimin de yavag olmasi



16

beklenir. Cy(t), A igin bir kuvvet serisi olarak agilirsa

Ce(t) = CO 1) + AC (1) + NP (1) + . .. (4.1.15)

olur. Bu agilim 4.1.13 diferansiyel denkleminde yerine konulursa

oc® oo oc?
zh{ LN WS SR U S

ot ot ot

=\ (k' [H'|k) (C,EP) +a0W 4 ae® 4 ) By —Ei)t/h
k

(4.1.16)
elde edilir. A ya gore katsayilar1 ayni olan terimler egitlenebilir
ac
ih— =0 = C\)) = sabit (4.1.17)
) (/1) |
ih=—t= =y (K [H'|K)C,” (£)e! B~
k
oCy , |
ih a’; = Z(k ’H’lk>0}£1)(t>ez(Ek,_Ek)t/h
k
acy , |
e = ST RO e B (L118)
k

zayif bir etkilegim oldugu varsayilirsa sadece birinci mertebeden olan terimi almak

yeterli olur. Baslangi¢ kosulu olarak sistemin k; durumunda oldugu varsayildiginda

C’,i?)(O) disinda kalan tiim terimler sifir olur
G (0) =1

(4.1.19)
CEO0)=0 , k#k; ise
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ve

c(0)=0  tiim k degerleri icin (4.1.20)

olarak yazilabilir. Sadece birinci mertebeden pertiirbasyonu goz Oniine
alacagimizdan dolay1 C’,gl)(t) teriminde st indis atilarak basitge Cy(t)

yazabiliriz. Cj(t) icin birinci mertebeden diferansiyel denklem agagidaki gibi olur

L 0Cy (1)

K — G 1) O (1) B R (4.1.21)
sabit
e (41,22

H|, zamandan bagimsiz olmak tizere agagidaki gibi harmonik bir pertiirbasyon
gbz oniine aliabilir

H' = Hje*™! (4.1.23)
H' gercek oldugundan art1 ve eksi isaretlerden her ikisini de almahyiz. Kompleks

bir z = x + iy sayis1 i¢in

1 1
T = 5(2—1—2*) Yy = Z(Z_Z*) (4.1.24)

olarak yazilabilir, boylece

iwt

—iwt
H = H sinwt = HL o |
i
(4.1.25)
iwt —iwt
H' = H| coswt = H(,][e—;—'e]
i

olur. Bu harmonik potansiyel denklem 4.1.22" de kullanilir ve

. Ek’ — Ekl + hw
B 2k

§
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dontigiimi yapilirsa

O (t) = %_L(k:'|H[’)|k,~)ei“t (%ft)) ' (4.1.26)

elde edilir. Bir elektronun ¢ zamaninda &' durumunda bulunma olasihgr |C (t)]?

ile verilir. O zaman birim zamandaki gecig olasiligin1 veren gecig orani asagidaki

gibidir:
- (1))?
S(ki, k') = tlim M (4.1.27)
Lo (K H R [ sin(Et)\?
S(ki k') =1 [k | Holks t 4.1.28
(ki) &) = lim ——— & (4.1.28)
10+ n
0.8+
E
&= DB
]
0.2
0.0
0.2 0.1 0.0 R 0.2
Elektron Enerjisi feV]
Sekil 4.1 (8”2(]5&) fonksiyonunun ¢t = 0.1,
¢ = E/2h ve FE’nin elektron enerjisi oldugu
durumdaki gosterimidir.
(€0 2
t sonsuza giderken (%P) fonksiyonu ¢ = 0 civarinda Dirac-delta

fonksiyonuna benzer bir maksimum verir ve degerinin m/t oldugu burada
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. 2
t
kullanilabilir.  Buna gore tlim (%@) fonksiyonu yerine %5(5) ifadesi

kullanilabilir. O zaman

ooy WEHG R om
_»' —»/_1 i / '2 Ek/—EkZ:tﬁw
S ) = 510K s (245 (41.30)
1
elde edilir. é(az) = ﬂé (x) 6zelligi kullanilirsa
a
- o 2 /
Sk, k) = %Hk \H! K:)20( By — By, + Tiw) (4.1.31)

sonucuna ulagilir.  Bu esitlik ”"Fermi'nin Altin Kurali” olarak bilinir. Bu
denklem, yari iletkenlerde tasiyicilara uygulanacak olan sagilma teorisinin temel
bir sonucudur. Esitlikte goriilen delta fonksiyonu enerjinin korunumu olarak
aciklanabilir ve bu egitlik sagilma zayif ise gecerlidir. Delta fonksiyonundaki arti
isareti (Ey = Ej, — hw) yaymim, eksi isareti ise (Ey = Ej, + hw) sogurulmayi
gosterir. Bu ¢ikarimda tiim &’ son durumlarinin bos oldugu varsayilmistir. Bazi
durumlar dolu olabilir, o zaman bu varsayim gegerli olmaz. Bu etkinin hesaba
katilabilmesi i¢in ¢ikarimda durum yogunlugunun kullanilmasi gerekir. Yani son
durumlara bagh enerjiler igin durum yogunlugu D(g;) degerinin bilinmesine
ihtiyag vardir. Bu durumda elde edilebilir durumlarin sayist D(ey)(1— f(ex)) olur,
parantez ic¢indeki ifade durumlarin bos olma olasiligini verir. Fermi'nin Altin
Kuralimin uygulanabilmesi i¢in sagilma potansiyelinin tanimlanmasi gerekir.
Boylece Dirac bra-ket notasyonunda gosterilen terim hesaplanabilir. Mutlak
deger icindeki ifade matris elemanidir. Yari iletkenlerdeki elektronlar i¢in pertiirbe
olmamig durumun dalga fonksiyonlari, Bloch dalgalaridir. Bu problemi daha iyi
anlayabilmek icin H{, pertiirbe olmamig potansiyelin konuma bagh kismi Fourier
serisine acilabilir

Hy=) U™ | —c0<g<oo (4.1.32)
q
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Burada U, agihm katsayisidir. Gergek bir potansiyel igin (H{)* = (H{)) olmalidir.
Bu durum ancak Uy = U_, veya U* = U, olmalar1 durumunda gergeklesir. Simdi

matris elemanlarini hesaplamak i¢in Bloch dalgalar1 kullanilabilir
Uy (r) = Ulr)e®” (4.1.33)

U(r) orgii periyodikligi, R’ye esit periyodik bir fonksiyondur. Bundan bagka
U(7) = U(7 + R) oldugundan U, (7 + R) = ¢* ™0 (7) yazlabilir. Bloch dalgasi

matris elemani i¢inde kullanilirsa

<1<;’\H()|k>=/ Up e~ ’"ZU eTTUL(r)e* TdV (4.1.34)

— ZU /Uk, VU (7)el@F +07 gy (4.1.35)

yazilabilir. Yukaridaki integral kristal hacmi iizerinden alinmalidir. Ancak 7nin
her bir 4 hiicresi icin R; ile yer degistirmesi yapilabilir, Ur(7 + ﬁ) = Ug(7)

oldugundan dolay1 integrale bu terimlerden herhangi bir katki gelmez.

® | HylR) = S0, /ZUk,F b BUWF + BT F DR gy (41.36)

q hiicre 1

Burada R tizerinden olan toplam R = 0 dahil tiim olas1 6teleme vektorlerini icerir.

= -

K | HylR) = S0, / SO UL (AU TR G F DR gy (41.37)
q

hiicre R

Denklemde Z i(@-F+E)B — N §(7 — K + k) ifadesi kullanilabilir (Ashcroft ve
R;
Mermin, 1976) ve R iizerinden olan toplam integral digina alinabilir

(K'|H! k) = ZU Ze' )R /Uk,(f‘)Uk()’ KRy gy (4.1.38)

hiicre
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burada N ilkel hiicre sayisidir.

(k'|H}|k) = ZUN/Uk, (AUR(P)S(T— &+ k)el@F R gy (4.1.39)

hiicre

Uy, / U3 (7F) Uy (7)dV (4.1.40)

hiicre

Bu denklemde N normalizasyon sabitinin igine yerlegtirilmistir yani
Up — \/—%Uk(F) ile yer degistirilmistir. Parabolik bantlar i¢in her bir ilkel hiicre
iizerinden alinan bu integral yaklagik olarak 1’e esittir. Etkin kiitle yaklagimina
gore yaklagik parabolik olarak kabul edilen bantlar i¢in Bloch dalga fonksiyonlar:
diizlem dalgalarla yer degistirebilir. Yani matematiksel olarak Uy(r) yerine bir

sabit alinabilir ve parabolik bantlar i¢in m yerine m* kullanilabilir. Buna goére

parabolik bantlar icin
I(K k) = /U,;‘,(F)Uk(F)dV =1 (4.1.41)

ifadesi iist iiste binme integrali olarak bilinir. Denklem 4.1.32 kullanilarak acilim

katsayilar1 hesaplanabilir, bunun igin
r) = U (4.1.42)
q
ifadesinde her iki taraf e~*¢" carpilarak hacim iizerinden integral alinirsa

/U(T)ei@FdBr =Vé(q,q) (4.1.43)



22

(4.1.44)
= VUy
olur. Hacim V = Q olmak tizere
1 o
U, = E/U(T)e arav (4.1.45)
1 o
Uk/fk = E/U(/f’)el(k 7k)'rdV (4146)
L[ s ik
Uk’—k = 5 € U(T)e dVv (4147)
yazilabilir. Bu sonug ile parabolik bantlar i¢in bulunan I(k’,k) = 1 sonucu
denklem 4.1.40’ta kullanilirsa
/ 1 KA 7
(K'|H)|k) = Q / e R TU(r)e*TdV (4.1.48)

sonucu elde edilir.

Ferminin Altin Kurali olarak bilinen esitlik 4.1.31'deki S(k, k) tiim & son

durumlar {izerinden integre edilerek sacilma oram W (k) elde edilebilir. Ters
3

orgl uzayimdaki bir dk’ hacmindeki durumlarin sayisi

bi¢imindedir (Kittel,

1996). Buna gore sagilma oran

o Q = = = = ’ . ’
W (k) = W/S(k,k)dk . dE = K*sin0d0dedk (4.1.49)
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2r W™ 00
- Q - = ’ . ’
W (k) = oy / / / S(k, k' )k sin 0dk'dfdg (4.1.50)
0 0 0

ky

Sekil 4.2 Acilarin segimi

4.2 Safsizlik Sacgilimi

Yar: iletken aygit igindeki tasiyicilar, sayilarimin sabit tutulmasi amaciyla
rezervuar olarak tanimlanan yiiksek derecede iyonize olmus safsizliklar iceren
bolgelerden yavas bir gekilde azaltilir veya artirilirlar. Cok biiyiik sayida safsizliklar
iceren bu bolgelerde, tasiyicilar rastgele dagilmig iyonize safsizliklardan dolay1
sacilima ugrarlar. Bu olay iki gozlem ile agiklanabilir. Bunlardan ilki, bu gibi
bolgelerde tasiyicilar disiik elektrik alanlarinda yiiksek enerji diizeylerine
yitkseltilemezler. Ikincisi ise, safsizhik sagilmasi diisiik enerjili tastyicilar icin ok

daha etkindir.

Vakum ig¢indeki bir yiikiin yarattigi elektrostatik potansiyel Coulomb yasasina

uyar. Ancak kristal i¢indeki bir safsizlik yiikiiniin yarattigi potansiyel, kristal
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icerisindeki serbest tagiyici sayisina bagh olmak iizere az ya da ¢ok perdelenir.
Perdelenme potansiyelinden dolay1 olan sacilma, iki farkli yontem ile
hesaplanmigtir. Bunlar Conwell-Weisskopf ve Brooks-Herring yaklagimlaridir
(Ridley, 2000). Bu yaklagimlarim her ikisi de Born yaklagimini kullanmalarina

ragmen, perdelenme potansiyelinin model i¢indeki kullanimi ile farklilagirlar.

Ik 6nce yarrisisal denge sarti altinda bulunan n-tipi bir yari iletkendeki
perdelenme potansiyelini hesaplayacagiz. Iyonize safsizhiklar ve denge halindeki
tagiyicilarin her ikisinden dolay1 olusan elektrostatik potansiyeli hesaplamak igin
bir Zed(r) pozitif yiikiiniin merkez olarak tabir edecegimiz bir noktaya konulmus
oldugunu kabul edelim. Burada e elektronik yiikiin biiyiikligini ve Ze ise
safsizlik atomundaki yiikii gostermektedir. d-fonksiyonu ve §(r) merkezdeki nokta
yilkii isaret etmektedir. Toplam yiik miktarimin kristal i¢cinde notr olmasi
kurali bu noktanin etrafinda az miktarda degigmistir. Bu pertiirbasyonla degigen
elektrik yiik yogunlugu yani 6 = n — N}, kadar bir artiga neden olur. Burada N})

iyonize olmug donor sayisidir.

%d% <T2%) _ _é[Z(S<T) — 6n] (4.2.1)

Burada r orijinden olan uzaklik ve ¢, ise yar1 iletkenin dielektrik sabitidir. Eger ng
bir T sicakliginda elektron yogunluguna esitse ve eger ny klasik dagilim

fonksiyonunun kullanilmasina izin verecek kadar diigtikse,

8, = neeV/F8T —ng ~ ;BL%V (4.2.2)

yazilabilir. Denklem 4.2.1'in 4.2.2’de kullanilmasiyla,

1d (Tde) . —@5(7“) (4.2.3)

car\ @ )
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e3nyg
=1/ 4.2.4
qp gl ( )

ve 1/qp Debye Uzunlugu olarak bilinir. Denklem 4.2.3’in 6zel ¢dziimii

elde ederiz. Burada,

Z
- ﬁe‘q” (4.2.5)

V(r)

olarak bulunur. Burada potansiyel, uzaklik ile tistel olarak azalmaktadir. Bu da
Coulomb perdeleme potansiyeli olarak tanimlanir. Boylece ele alinan pertiirbasyon

potansiyeli agagidaki gibidir.

H = ¢ wr (4.2.6)

Elektron sacilmasi icin ele alinan pertiirbasyon potansiyeli matris

elemanlarimin H’ ifadesinde yerine yazilmasiyla

, 1262 [ ., e T
(K| H'Ik) = 57 eg / e* e ik gy (4.2.7)
TEs T
Q

elde edilir. 4.2.7 ifadesindeki integral kristal hacmi () {izerindendir. Boylece

’ Z€2 ].
EH k) = — ——— 4.2.8
KW = 5o s (4.28)
buluruz. Burada
i=K—k (4.2.9)

sacllma iglemi sirasindaki momentum transferinin biiytikliigidir. 4.2.8 ifadesinin
4.1.31 denkleminde yerine yazilmasiyla tek bir iyonize safsizliktan olusan sagilmaya

bagli olan gecig oranini elde ederiz.

2\ 2 i

S(kjjkj):f(Qgs <q2+q2D)2
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Coulomb Potansiyel perdelenmesi zamandan bagimsiz oldugundan, sacilma

sirasinda enerjinin korundugunu gosterir. Boylece k' = k ve
— (k' — k)* = 2k*(1 — cos 0) (4.2.11)

olacaktir. Burada @, k" ve k arasindaki acidir. Sonug olarak, 4.2.10 denkleminin
2 hacmi igerisindeki safsizliklarin sayis1 V€ ile toplanmasi ve 4.2.11 esitliginin

kullanilmasiyla

2_7['sz2€4 5<Ek’ — Ek)
ho Qg2 [2k2(1 — cosh) + ¢3)°

S(k, k) = (4.2.12)

elde ederiz. Sacilma orami 4.2.12 ifadesinin 4.1.49 da yerine yazilmasi ile

hesaplanabilir. Boylece,

2 N1 Z2e? k' 06(Ey — E
W(k) = — 2 /d¢/d9/ sin 00\ B ’“)2 (4.2.13)
ho Q2 (27)3 [2k2(1 — cos ) + ¢2)]

0

sacilma oran elde edilir.

Daha 6nceden de tanimlandigi gibi, yukaridaki ifadedeki integral ¢’ye baglidir
ve bir z1t faktorii ile carpilmistir. Ancak bir onceki ifade olan gecis oram ¢’den
bagimsizdir. Boylece, 4wk?dk ile verilen E,’den Ej + dE,’ye kadar olan enerji
araligindaki k-uzayimin hacmi Ank” k' , N(E,/)dE,; ile yer degistirebilir. Burada
N(E,/) birim enerji bagina sonu¢ durumunun yogunlugudur. Buradan k' integrali

E,, ile yer degistirebilir ve sagilma orani,

1
TN; Z?e¢*N(E dcosf
W(k) = —1 ( ’“)/[%2( 5 (4.2.14)
21

hes 1 —cosf) + ¢3)
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seklinde yazilabilir. Bu ifade kolayca integre edilerek,

27TN122€4N(Ek) 1
Wi(k) = 4.2.15
") he; qp (4k* + qp) 421
yazilabilir. Burada, daha once de verilmig olan durum yogunlugu
2m* 3/2 E
N(Ey) = ) VE (4.2.16)

423

seklindedir.

Monte Carlo hesaplamalarinda, sagilma oraninin yaninda sagilmadan sonraki
elektronlarin sonu¢ durumlarinin da bir formiil ile bilinmesi gerekmektedir. Bu
ifade daha once verilmis olan kutupsal eksen k ’ye gére k icin kutupsal
koordinatlar seklinde azimuthal ac1, ¢, 0 ile 27 arasinda diizgiin bir rastgele say1

ile tanimlaniyordu. Boylece sagilma orani ¢’den bagimsizdir.

0 ve 0 + df arasindaki sacilma orani P(6)d0,

2.4 -
P(O)d0 TN Z eQN(Ek) sin 0d6 2 (42.17)
he [2k2(1 — cos ) + ¢3)

olarak bulunur.

0 ile 0 arasindaki sacilma olasiligi bir onceki ifadenin 0 ile 6 arasinda integre

edilmesi ve 4.2.15 ifadesine boliinmesi ile,

) 1
W) W(k)/ P(B)dp

(4.2.18)

- Bk + g})
/201 =k + g
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bulunur ve kolayca integre edilerek,

- B (2_];)2] (4.2.19)

T (2)

elde edilir.

0.87

0.6

Win)rwik)

0.4~ 5

0.27

0.0 : | I | :
0 zla 2215 3pfS 445 .
Kutupsal Agt

Sekil 4.3 Sagilma acis1 olan #’nin, rastgele say1
ve W(0)/W (k)'min kullanmilmasiyla tanimlanmasi.

Sacgilma acis1 6 bir onceki denklem ve 0 ile 1 arasinda diizgiin bir dagilima

sahip olan bir rastgele say1 kullanilarak tanimlanabilir.

cos 6 = 2r (4.2.20)

1+(1—r) (j—l;)Q

Bu ifade iyonize safsizlik sa¢ilmalarinin kutupsal agisi ile bag kurmaktadir.

Kristal ¢ok siki bir yapida ise, ¢ok az sayidaki tasiyici, iyonize safsizliklar

tarafindan ¢p — 0 durumundaki gibi perdelenebilir. Burada perdeleme ¢ok
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kiigiiktiir ve bu nedenle sacilma orani daha once verilen ifadeden farkhidir. Bu
farklihgr ortadan kaldirmak icin Conwell ve Weisskopf, safsizliklar ile temel yan
uzaklik arasinda bir kesmeye sahip olan basit bir Coulomb potansiyeli
kullanmiglardir. Burada,

N3
boanw = 12 (4.2.21)

dir ve etki parametresi olarak tamimlanir. Etki parametresi, Rutherford teorisi

ile verilebilen minimum kusur acisi 6,,,;, ile iligkilidir.

2

4.2.22
1 <87T€sbmaacEk ) ? ( )

cos O,in = 1 —

e2

4.2.14 denklemi ile verilen sagilma orani ifadesindeki cos@ ’lar cos®6,,;, ile

degistirilerek integre edilirse,

7TN]Z2€4N(Ek) 1 + cos emin

k) —
W(k) he? (4k% + q%) (¢ + (1 — 08 O,in ) 2K?]

(4.2.23)

elde edilir. Son elde edilen ifadenin gp — 0 igin limiti alinirsa, Conwell ve
Weisskopf tarafindan verilen egitlige denk bir formiil elde edilmig olur (Jacoboni

ve Lugli, 1989).

4.3 Fonon Sacgilimi

Yari iletkenlerde olusan sagilimlarin ¢ogu orgii titresimlerinden kaynaklanir.
Bundan dolay1 bu sagilmalarin temel o6zelliklerinin anlagilmasi gerekir. Bir atom
denge noktasindan uzaklastirilirsa bag kuvvetleri onu geri donmeye zorlar. Boylece
denge noktasi civarmda bir salmm ortaya cikar. Orgii dalgalar periyodik bir
ortamda ilerlediginden, Bloch dalgalarinmin o6zelliklerine ¢ok benzer o6zellikler

ortaya koyarlar. Bloch elektronlari, kusursuz bir kristaldeki 6zdurumlar: verir, bu



30

elektronlar  kristali olugturan iyonlarin periyodik dizilimiyle olusmus
periyodik potansiyel tarafindan sagilima ugratilmazlar. Kristal potansiyelinin
periyodikliginin ~ bozulmasi s0z konusu oldugunda, kristalde ilerleyen
elektronlar orgii titresimlerinden dolay1 sagilima ugrarlar. Kristaldeki bir iyonun
kiigiik bir yer degistirmesi, kristal potansiyelinde de kii¢iik bir degisime neden
olur, periyodiklikteki bu degisim ya da bozulma teorik olarak orgii titregsimlerinin
genligi ile agiklanir. Bununla birlikte kristal potansiyelinin kendisini bilmek zor
oldugundan, periyodiklikteki bu sapma ”deformasyon potansiyel metodu” olarak
adlandirlan olgusal bir yolla aciklanir. Orgii titresimlerinin dalga dogas: ” fonon”
olarak kuantize edildiginden, orgii titresimlerinin elektron hareketine etkisi
"elektron-fonon etkilesimi” olarak ifade edilen bir kuantum yontemi yardimiyla

aciklanir.

Elektron-fonon etkilesimi yar1 iletken aygitlardaki baskin sacilma
mekanizmalarindan birisidir. Boyle kiiciik olgekteki aygitlardaki tagiyicilar, yiiksek
elektrik alan uygulanarak, daha yiiksek enerji diizeylerine cikarilabilirler. Bu
nedenle fononlarin kendiliginden yaymimini temel alan sagilmalar, diisiik

sicakliklarda bir ka¢ fonon bile olsa olugabilirler.

Akustik ve optik olarak adlandirilan iki gesit fonon modu vardir. Akustik
moddaki fononlar ses dalgalar1 gibidir ve bu modda komsu atomlar ayni yonde
hareket ederler. Optik fononlarda (bu titregimler igikla giiglii bigimde etkilegime
girdiginden dolay1 bu ismi almigtir) komsgu atomlar birbirlerine zit yonde hareket
ederler. Akustik ve optik fonon sagilmalari, deformasyon potansiyeli yardimiyla

aciklanabildiginden, deformasyon potansiyel sagilmasi olarak adlandirilirlar.

Ucii akustik modlara ve ticii optik modlara karsihk gelen alt1 cesit elastik
dalga vardir. Akustik modlardan biri boyuna akustik diger ikisi enine akustiktir.
Boyuna dalgalar icin atomlar ilerleme yoniinde yer degistirirler. Atomlarim enine

yer degistirdigi enine modlar kiibik silikon ve GaAs i¢in dejeneredir. Elektronlar
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optik fononlar tarafindan sacilarak ayni vadide kalirlarsa daginim bagintisi i¢in
wo bir sabit olmak iizere w(q) = wy yaklagikigi kullanilabilir. Brillouin bdlgesi
civarindaki kiigiik ¢ degerleri icin daginim bagintist dogrusal goriinmektedir ve v,

ses hiz1 olmak tizere agagidaki gibi yazilabilir

w(q) = vsq (4.3.1)

W W

(a) —— boyuna (b)
-------- enine

oplik W=y

— W¥G

.9 J

L

Sekil 4.4 a) Tlerleyen elastik dalgalarm kiibik yar1 iletkendeki tipik dagmim.
b) Brillouin bélgesindeki boyuna 6rgii titregimlerinin dagimima.

Akustik ve optik deformasyon potansiyeli sacilmasma ek olarak baglarin
kutupsal dogasindan dolay1 bilegik yari iletkenlerde giiclii bir etkilesme daha
olugabilir. ~ Fononlardan dolay1 olusan orgiideki yer degistirmeler atomlar
arasindaki dipol momentini bozar, bunun sonucunda olusan elektrik alan,
tagiyicilarin sagilmasina neden olur. Kutupsal sagilmalar, akustik veya optik
fononlardan dolay1 olusabilir. Bunlar da sirasiyla piezoelektrik ve kutupsal optik
sacilma olarak adlandirilir. Kutupsal optik sacilma bilesik yar1 iletken yapilardaki

tagiyicilar i¢in baskin sacilma mekanizmasidir.
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4.3.1 Akustik Fonon Sacgilima

Akustik fonon sacilmasina ait sacilma oranlarimin bulunabilmesi i¢in 6nce
denklem 4.1.14’deki matris elemaninin hesaplanmasi gerekir. Matris elemaninin
hesabinda ilk adim sagilmadan sorumlu olan pertiirbasyon potansiyelini
tammmlamaktir.  Bir yar iletkenin bant yapisi kristal potansiyeli tarafindan
belirlendiginden, potansiyel orgi uzakliklarindaki degigsimlerden etkilenir. Basing
altindaki bir yari iletkenin iletim bant kiyisinda periyodik degisimler olusur, bu
nedenle orgii sabitinde de periyodik degigimler olusur. Elektronun potansiyel
enerjisi konuma baghdir ve E.(7,t) — EJ = J0E. elektron-iyon etkilegimine
neden olan pertiirbasyon potansiyelidir. Burada D degeri deneysel olarak

bulunan deformasyon potansiyel sabiti olmak tizere

OF, OE. 0V
_avﬁ/_vavi7_

OE,

0E,
ov

DV-i , D=V (4.3.2)

yazilabilir.

Bir kristalde titresen atomlar, normal mod salinimlarinin stiperpozisyonu olarak
tanimlanabilir. Her bir normal mod, bagimsiz bir harmonik salinici gibi salinim
yapar ve kuantize edilebilir. Fononlar afl ve a, yaratma ve yok etme operatorleri
yardimiyla yaratilip yok edilebilirler. ¢ zamaninda 7 noktasindaki érgiideki yer

degistirme (Ashcroft ve Mermin, 1976; Tomizawa, 1993)

B ! ho iq

seklinde tanimlanabilir. Burada normal mod salinimi, p materyalin yogunlugu,

Q) kristalin hacmi olmak iizere siireklilik limiti yardimiyla yazilabilir;

_mN

p q (4.3.4)
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uit)y =Y ( n )1/2 éqlag + al )™ (4.3.5)

p 2pQw,

¢, birim polarizasyon vektorii, ¢ dalga vektorii, w, salimmin agisal frekansi, N

kristaldeki atom sayisidir. Denklem 4.3.1 akustik fononlar i¢in uzun dalga boyu

limitinde (¢ — 0) tammlanmigti. Denklemdeki v, = —L ses uadir ve
p

boyuna titresimler i¢in materyalin elastiklik sabitidir. Akustik fononlar icin
pertiirbasyon potansiyeli denklem 4.3.2’te tanimlanmigti. Sadece boyuna akustik

fononlarin sagilmaya neden oldugu bir durum agagidaki gibi yazilabilir:

. B\
v'”:”'uzg(zpm) ¢y lag + al ) (136)
. 0 enine salinimlar igin
€ q= (4.3.7)

# 0  boyuna salimimlar igin

Polarizasyon vektorii dalga vektoriine paralel olarak alimirsa (é, - ¢ = ¢q) akustik

fononlar i¢in pertiirbasyon potansiyeli

1/2 o
) (a, + aiq)e’q'r (4.3.8)

h
H' = gD
qu (QpQw

q

olur.

Elektronlar igin sagilmadan once ve sonra, serbest elektron (diizlem dalga)
coziimleri kullamlabilir. ~ Yaratma ve yok etme operatorlerinin n, & 1,n,
durumlar arasindaki matris elemanlar1 sifirdan farkhi degerler alir. Burada n,

fonon sayisidir.

Fonon durumlar: lq) = H |ng) (4.3.9)

q
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dalga fonksiyonlar1 ve elektron durumlar: igin
Elektron durumlar |k) = etk (4.3.10)

dalga fonksiyonlar1 kullanilir ve fononlar igin asagidaki matris Ozellikleri

kullanilirsa
(n'laln)y =0 n#n—1

(n—1laln) =+/n (4.3.11)

(n+1lafln) = /n+1
denklem 4.1.14’deki matris elemanlar1 (verilen pertiirbasyon potansiyeli

kullanilarak) hesaplanabilir (Shankar, 1980). Gerekli islemlerden sonra

B 1/2 \/n_qé(k’ —k—4q)
(K',n, F 1|H'|k,ng) = igD ( ) (4.3.12)

2pQwq L
—/ng + 16(K' — k + q)

elde edilir. Burada her bir denklemdeki delta fonksiyonu, elektron-fonon

etkilesimi sirasinda kristal momentumunun korundugunu gosterir. Bu sonug,
sogurulma ve yaymim iglemleri birlestirilerek Fermi’'nin Altin Kurali’'nda yerine
yvazildiginda akustik fononlar icin asagidaki gecis oram elde edilir

21 D%*¢*h
Sk, k) =—
h 2pQw,

1 1\ - =
(nq T 5) S — F T OBy — By T hw,)  (4.3.13)

Denklemdeki iki delta fonksiyonu enerji ve momentumun korunumunu ifade eder,
art1 isareti fonon sogurulmasi ve eksi isareti fonon yaymimini gostermek iizere

agagidaki gibi iki denklem yazilabilir
Ey = By, + hw, (4.3.14)

F=k+q (4.3.15)
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Parabolik ve kiiresel enerji bantlari i¢in enerjinin korunumu,

h2 k’/2 h2 k2

2m* 2m*

+ hw, (4.3.16)

seklindedir. Momentumun korunumu kullanilarak k' denklemde yerine konulursa,

iki ayr1 delta fonksiyonu tek bir delta fonksiyonuna doniigtiiriilebilir:

h2q? N h2kqcos @
2m* m*

S(K — kT Q)0(Eyw — Ey T hwy) = 6 ( T hwq) (4.3.17)
burada ', Sekil 4.5’de gosterildigi gibi k ve ¢ arasindaki kutupsal acidir. Son
delta fonksiyonu diizenlenirse, ag1 ile fonon dalga vektorii arasinda asagidaki gibi
bir iligki elde edilir:

r 1 q hu)q ]f

Bu ayni1 zamanda fononlarin agisal frekansi, momentumu ve enerjisini temel alan

momentum durumlar1 arasindaki agidir.

Sefurulma Yayinum

Sekil 4.5 Kutupsal agilarin tanimlar
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Denklem 4.3.17°deki delta fonksiyonu kullanilarak gecig orani agagidaki gibi

yazilabilir

. mD?*¢? 1 1 ¢  h’kqcost
= - F — + 4.3.1
S(k, k) o (nq +5F 3 ) Sy p— fiw, (4.3.19)

Akustik fonon enerjisi Aw, oda sicakhigindaki kg7 enerjisinden ¢ok kiigiik
oldugundan, eg boliigiim ilkesi kullanilabilir. Boylece akustik fonon sagilimi elastik
(hw, = 0) olarak kabul edilebilir. Bu yaklagikhiklar altinda gecis oran: agagidaki
gibi yeniden yazilabilir:

’ 7T'l)2 kBTL k q ’
Sk H) = 3665 (Q—q) 5 (ﬁ + cosd ) (4.3.20)

I .. . . . 1.
Bu sonucun & iizerinden integrali alinarak sagilim orani bulunabilir

W (k) = ( 22)3 / Sk, KK (4.3.21)

Belirli bir & degeri icin dk’ = dq alimabilir;

W (k) = s —icose’) B (4.3.22)

Q 7Tl)2 kBTL l{/l (q
(8m)3hCLQY Ey 2) q \2k

q lzerinden olan integral kutupsal koordinatlarda asagidaki gibi yazilabilir:

. 1 q ’ 2 . ’ ’
I,= ///55 <% + cosf ) ¢*sin0'df dpdg (4.3.23)

¢ tizerinden olan integral son derece aciktir ve cos# fizerinden olan integral
§— fonksiyonundan dolay1 almabilir. Denklem 4.3.18'deki cosf’, —1 ile +1
arasinda simirlandirilmig oldugundan, ¢ iizerinden olan integralde ¢in Ve Gmaz

arasinda smrhdir. hw, = 0 olarak alinmig oldugundan, ¢ integralinin sinirlar
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asagidaki gibi verilir:

1 (4.3.24)
Qmaz = 2k
Bu sonuclar kullanilarak integral agagidaki gibi yazilabilir
Q'rna,z
=2 [ adg = (@~ ) = A7 (4.3.25)
dmin
Boylece sagilma orani
D?*kpT
Wk) = =—2-LD(c}) (4.3.26)
hC',

olur. Burada D(gx) durum yogunlugu

D(eg) = M\/E (4.3.27)

472h3

olarak yazilabilir. Sacilma orani sogurulma ve yaymim iglemlerinin toplami
oldugundan, toplam sagilma oranminin bulunmas: i¢in sonucun 2 ile ¢arpilmasi

gerekir
. QWDZICBTL

W (k) e,

D(z1) (4.3.28)

Sekil 4.6 elektron enerjisine gore ti¢ boyutlu fonon sagilma oraninin 7' =77 K
ve T' =300 K degerleri i¢in denklem 4.3.28 kullanilarak elde edilmig bir sonucunu
gostermektedir. Sacilma orani elektron enerjisi ile artmaktadir ¢iinkii sacilma
orani elektron enerjisinin artigi ile birlikte monoton bir artig gosteren durum

yogunluguna baghdir.
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1E+12 ===y — —

Sagibmea Oaani [ [1s)

TE+10

'
b
[}
'
|

1848 — - , — T : PTECCY
OE+0 IE=3 a1 BE-] BE-Z 151
Elckiron Ererjisi (V)

Sekil 4.6 77 K ve 300 K sicakliklarinda ii¢ boyutlu akustik
fonon sacilim orani

4.3.2 Kutupsal Olmayan Optik Fonon Sacgilima

Kutupsal olmayan optik fononlara bagli olan tasiyici sagilmasi, komsu
atomlar z1it yonde salimim yapsalar bile akustik kusur potansiyeli sagilmasina
oldukca benzer bir sekilde incelenebilir. Bu problemi ¢ozmek icin optik yer
degistirme parametrelerini tanimlamamiz gerekir. Etkilesme potansiyeli agagidaki

sekilde verilebilir:
H'(7,t) = D, - u(F,t) (4.3.29)
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Burada D, optik kusur potansiyeli sabiti, u(r, ) ise optik yer degigtirmedir ve

. N -
u(r,t) = Z (2/)9%) éq,(a, + atq)e 7 (4.3.30)
q

seklinde verilebilir. e, polarizasyon birim vektorii ve w, acisal frekanstir. Simetri

sinirlamalar1 nedeniyle bazi durumlarda D, sifir olabilir.

4.3.30 ifadesinin 4.3.29'da yerine konmasiyla etkilesme potansiyeli

o\ Y2 L
I 2 : T iG-T
o ” D (Qpqu) (0 02" (4330

haline gelir. FEtkilesme potansiyeli 4.3.31 ifadesinden hesaplanan optik kusur
potansiyel sacilmasi i¢in kare matris elemanimin 4.1.14 ifadesinde yerine

yazilmasiyla bulunabilir. Bu islemlerden sonra diizenlemeler yapilarak

— -, D2h 1 1 g e
R = P (s = 1) 6 —FrD) (a3
q

denklemi elde edilir. Optik fonon enerjisi ¢'nun yaklagik olarak sabit bir
fonksiyonu gibidir ve daha sonraki denklemlerde w, ve n,nun sabit oldugu

varsaylilarak wgy ve ng ile yer degistirecektir.

4.3.32 ifadesinin 4.1.31 denklemi ile verilen Fermi'nin Altin Kurali'nda yerine
yazilmasi, enerji ve momentum korunumunun dikkate alinmasi gereken
hesaplamalarin yapilmasiyla optik fononlar i¢in gecis orani elde edilir.

- D? 1 1 o Rk 0
SOk By = T <n0+—:|2—>5< SRR qthwo) (4.3.33)

2m* m*

. . . o7 /
fonksiyonu enerji ve momentum korunumu ile egzamanh olarak verilir. cos@, —1

ile +1 araliginda tanimh oldugundan 4.3.33 ifadesindeki d-fonksiyonu sacilmayla



40

ilgili minimum ve maksimum fonon dalga vektorleri

hiw 1/2
Gin = k|1 — (1 + FO) (4.3.34)
k
hiw 1/2
Gmax = k1 + (1 + E_O) (4335)
k

olarak yazilabilir. Sagilma orani 4.3.33 denkleminin miimkiin sonu¢ durumlar:

i¢in integre edilmesiyle,

W(k) = %/S(E, k)dk

D? 1 1 W2 h2kgcost
= = —F= 4] + hwq | dq
872 pwy <n0 * 2T 2) / <2m* m 0) 1

elde edilir. ¢ itizerinden olan integral kutupsal koordinatlara tagimarak, sacilma

(4.3.36)

orani

- wD? 1 1
k)= —2 ST ) N(Ep + hw 4.3.
W (k) o <no+2:F2> (Ex 0) (4.3.37)

seklinde elde edilir. Burada N(FEjy £ hwp) ile verilen 3-boyutlu serbest Fermi

elektron gazi i¢in durum yogunlugudur.

Akustik fonon sacilmasinda akustik fonon enerjisi kg7 den kiigiik ve sacilma
esnek iken, optik fonon enerjisi, oda sicakligindaki tagiyicilarin 1sisal enerjileri ile
kargilagtirilabilir ve bu nedenle ihmal edilemez, yani optik sacilma esnek olmayan

bir igtir.
4.3.3 Kutupsal Optik Fonon Sacilima

Boyuna orgii titresimleri GaAs, InP gibi iyonik yar1 iletkenlerde kutuplanma
dalgalarini olustururlar. Polarizasyon dalgalari, elektronlarla giiclii bigimde

etkilegerek, elektronlarin kutupsal sagilmaya ugramasina neden olur. Kutupsal
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sacilmalar, akustik ya da optik fononlardan dolay1 olugabilir. Kutupsal akustik
fonon sacgilmasi piezoelektrik sagilma olarak bilinir. Bu sagilma c¢ok saf yari
iletkenlerde ve oldukga diisiik sicakliklarda etkin olup, oda sicakliginda son derece

Onemsizdir.

Kutupsal optik fonon sacilmasi ¢ok giiclii olup oda sicakhiginda bilegik yari
iletkenler i¢in baskin sacilma mekanizmasidir. Bu boliimde kutupsal optik
fononlardan kaynaklanan sacilmanin hesaplari yapilacaktir. Polarizasyon pozitif
(i4) ve negatif (_) iyonlarin goreli yer degistirmesiyle (@ = @y — @_) orantilidir.
Bir dig elektrik alan yokken pozitif (#;) ve negatif (d_) iyonlar igin hareket

denklemi agagidaki gibi yazilabilir

Mu' = —k(uy —u_)
(4.3.38)
M_u = —k(u_ —ug)

@ = 1y — u_ ifadesinde iki tarafin ikinci tiirevi alinarak yukaridaki denklemler
yerlestirilirse
" k 1 1 1

L Vo Vo VA T

(4.3.39)

olur. My pozitif ve negatif iyonlann indirgenmis kiitlesi, N iyon ciftlerinin sayisi
ve wi = A olmak iizere ikinci derece denklemin ¢oziimii agagidaki gibi olur
R

1/2
u(r,t) = L E f éo(ag+al )eT”
’ VN —~ \2Mpwy R

A 1/2 ; o
_ 5 iqT 4.3.4
%:(MMRWO) éq(aq +al e (4.3.40)

Atomik polarizasyon ve yer degistirme polarizasyonu olmak tizere iki tip
polarizasyon vardir. Atomik polarizasyon uygulanan tiim dig frekanslar i¢in vardir

ve mor 6tesi bolgenin tistiindeki frekanslarda, frekanstan bagimsizdir. Elektronik
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kabugun titregim frekansiin bir iist sinir1 vardir ve dig alan frekansi bu deger
civarinda olmadig1 siirece, polarizasyon frekanstan bagimsiz olacaktir.  Yer
degistirme polarizasyonunun wy rezonans frekansi Debye frekansi (wp) civarindadir
(hwp =~ 0.1 — 0.01 €V) ve atomik kabuk frekansindan 10*> — 10% kez daha
kiigiik olabilir. Bundan dolay1 yerdegistirme polarizasyonu kizil otesi ve optik
bolgede 6nemli bir frekans baghligina sahiptir. Fakat bu frekanslarin iistiinde
yerdegistirme polarizasyonu uygulanan alana tepki vermeyecektir. Sonug olarak
Ks Ve Koo, Seklinde iki optik sabit tanimlanmigtir. Birincisi statik, diger bir deyisle
diisiik frekans, dielektrik sabiti olup uygulanan frekansin w < wg araliginda
oldugu degerlerde yani atomik titregsimler i¢in gecgerlidir. Digeri uygulanan
frekansin w > wy degerleri i¢in gegerli olup ytiiksek frekans dielektrik sabiti olarak

bilinir.

Iyonlarmn goreli hareketiyle ortaya cikan J2 polarizasyonu dielektrik yer

degistirme D”ye agagidaki gibi katkida bulunur
D =eyE + Py, + P (4.3.41)

burada ey bosglugun dielektrik sabiti, E elektrik alan, ﬁiy(m iyonlarin kendilerinden
kaynaklanan polarizasyonun yarattigi dipol momenti ve P ise goreli yer
degistirmeye baglh olup asagidaki gibi yazlabilir

“N
g —a)=""q (4.3.42)

P =
Q w

— —

Piyon un e ile e ' = EOE + éy(m iligkisi kullanilarak

— — — *N
— e E4P=c _E+ QQ 7 (4.3.43)

-]l

yazilabilir. Boyuna elastik dalgalara bagl dielektrik yer degistirmenin degigimi
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D= Dé e ve polarize yiikler icin V - D = 0 ifadeleri kullanilrsa
i¢-D=0 (4.3.44)

olur. Sifirdan farkh ¢’lar icin D = 0 olmast gerektiginden denklem 4.3.43’da

—

D = 0 kullanilirsa

- N e*u
E=—— 4.3.45
Qe ( )
bulunur, boylece elektrostatik potansiyel
U(F):—/E-dfz—eu/u(F)-dF (4.3.46)
Qe
N 6* h 1/2 T i*.*/\ =
U(F) = Qe Eq (2NMw0) (aq + aq)/e e, - dr (4.3.47)
olur. Burada
I, = / €7e, - dif (4.3.48)

olarak yazlabilir. é, polarizasyon yont ile ¢’ yer degistirmesi ayni yondedir buna

gore
e'N 1

U(r) = —ZQEOO 5u(r) (4.3.49)

olur. Burada etkin yiik e* Frohlich (Tomizawa, 1993) tarafindan
QM V2 1 1\ /2

seklinde tanimlanmigtir.

Elektronun kutupsal optik fononlarla etkilesim potansiyeli olan H  pertiirbasyon
Hamiltonyeni asagidaki gibi olur

1ee* N

H' = —eU(F) = foooqu

(r) (4.3.51)
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H’:Zz‘f o 1/2(a +al el (4.3.52)
~q 2¢,42 ¢ T

burada 1/¢, = 1/eo, — 1 /e, ’dir. Akustik fonon sac¢ilmasma benzer bicimde, bu
sonug kullanilarak kutupsal optik fononlar i¢in kare matris elemani agagidaki gibi

yazilabilir

(K| H )|

2_€2th1 1
2 2

1 —»/ —
= a0 n(wo) + = F -} S(K — kK F q) (4.3.53)
p

Gegig oran1 Fermi’'nin Altin Kurali kullanilarak bulunabilir.

melwy 1 1 1 = o
cl {WO) e 5] S(F — K )3(Bx — By F hon)  (4.3.54)

Sk, k) =

Iki delta fonksiyonu birlestirilir ve denklemin olasi son durumlar iizerinden

integrali alinirsa, sagilma orani elde edilebilir.

. 2
W(k) _ e Wo : :
82 [n(wg) +-F —}
Q 1 2h2q22 h2kqcos 6 (4.3.55)
—0 + hwy | d*q
<o) 7 (2m* e ) !

Fonon momentumu ¢ ve tasiyicinin baslangic ve son durumlari daha once
Sekil 4.5 'te gosterilmigtir. Delta fonksiyonunu diizenlemek igin fonksiyonun igi

2m* /h? parantezine ahmp §(az) = () /a esitligi kullanihirsa

- mew P 1 ;o 2mFwo
W(k)=——+ [ 56| ¢* £ 2kgcosb &*q 4.3.56
)= T [0 (£ 2haeosd £ 250 ) By (4350
olur. Burada P = — {n(wo)+§j: 5} bi¢ciminde tanimlanmigtir. Integrali
p

kutupsal koordinatlarda yazarsak birim hacim ¢?dqsin 6’ df’ d¢ seklinde olur buna
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gore

2w oo

- m*e’wy P’ m*w )
W(k) = 22 /// (q + 2kq cos b :F - > dgsin 6 do'd¢

(4.3.57)
yazilabilir. Integral ¢’den bagimsiz oldugundan ¢ iizerinden olan integralden

sadece 27 gelir. Buna gore,

. ’ 2 * / ’
Wk = 2 WOP / / (q2i2kq0089 - mhwo) ¢’dgsin6 df (4.3.58)

olur. Integralin bagimdaki sabitlere bir isim verilirse

m*e2wy P’

Y= e

(4.3.59)

ve ilk adimda integral sadece sogurulma olay1 (d-fonksiyonunda iistteki isaret)

i¢in yazilirsa

k‘l

/ 2 * ’ /
// ( 2 mhwo) ¢*dqsin 6 df (4.3.60)

olur. J-Tagston, Piorek ve Harrison’un yaklagimlari takip edilerek (Harrison, 2000)

0- fonksiyonu agagidaki gibi yazilabilir
(q—a1)(g+ ) = ¢+ (a2 —n)q — aqoy (4.3.61)

buradaki a; ve as sabitleri gergek ve pozitiftir, buna gore ajas ¢arpimi negatif
olmahdir. Fonon dalga vektorii k£ sifirdan biiyiik olmak zorunda oldugundan

0-fonksiyonuna tek bir katk: gelir

W (k) //5 q—a1)(q+ a2)) dgsin ' db’ (4.3.62)
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q = «ay civaridaki ¢6zim i¢in (¢ + ay) sabit olup d(ax) = §(z)/a kuralina gore

0-fonksiyonu digina alinabilir

L TT o
:Y’//q+a25(q—a1)dqsin9 do (4.3.63)
00

q luzerinden integral alindiginda

W (k) = / sin0'do’ (4.3.64)
a1+ Qo
0

olur. Denklem 4.3.62°¢ gére 0 < 6 < 7/2 i¢in ap > ) ve /2 < 0 < 7 icin

a1 > o bicimindedir. ¢ i¢in kuadratik denklem

;o 2m*
¢+ 2kqcosd — mhwo =0 (4.3.65)
bi¢imindedir ve bu denklemin ¢6ziimi
/ 2m*wy
q=—kcost =+ \/k:2 cos? ' + ——— - (4.3.66)

olarak yazilabilir. Boylece denklemin iki ayr1 ¢oztimii asagidaki gibi olur,

/ 2m*
q=—kcos + \/k:2 cos? ' + mhwo (4.3.67)
ve
/ 2m*
q=—kcos — \/k;2 cos? ' + mhwg (4.3.68)

ay pozitif kéke (q) ve as negatif koke (—q) karsihik gelir boylece bu ikisinin

toplamia,

2m*wy

h

a; +ag = 2\//€2 cos? ' + (4.3.69)
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bi¢imindedir. Bu sonug¢ denklem 4.3.64’de yerine konulursa

™

- 1
W(E) =Y

sin @' db’ (4.3.70)

*
2m*wy

h

0 2\/k2 cos? 0’ +

olur. Boylece problem 6 {izerinden tek bir integrale doniisiir, bu integrali

alabilmenin bir yolu yeni bir degiskenle uygun bir dontigiim yapmaktir.

2m*wy

h

0= —kcosf + \/k2 cos? 6 + (4.3.71)

Integral sinirlar:

, o
Pmin = p(0/ = 0) = —k + /K2 + mhwo (4.3.72)
ve
+

2m*wy

Pmax = ()0(0/ = ﬂ-) =k + K A

(4.3.73)

seklindedir. Bu dontiglime uygun olarak denklem 4.3.70 yeniden yazilirsa,

/ 2m*
o+ kcost = \/ k2 cos? 0 + mhwo (4.3.74)
olur, karekokten kurtulmak igin iki tarafin karesi alinirsa
! / ! 2 *
©® + 2pkcos@ + k*cos? 0 = k*cos® 6 + mhwo (4.3.75)
kcosf = 77’%::0 - g (4.3.76)
elde edilir. Bu sonu¢ denklem 4.3.74’de kullanilirsa
miwy . 2mFwy
— = = /k%cos?0 4.3.77
@+ o 5 \/ cos? ' + — ( )
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% m*WO ’ 2m*w0
— 4+ —— =1/k?cos? 0 4.3.78
5 T T \/ cos? 6 + - ( )

olur. Denklem 4.3.76’un iki tarafinin ¢’ye gore tiirevi alinirsa

RN m*wo 1
= — 4.3.
sin 0 df (hk(p2 + 2k) dy (4.3.79)

bulunur, bulunan son iki ifade denklem 4.3.70’te kullanilir ve gerekli iglemler

yapilirsa
Pmazx
Y’ 1 m*wo 1
k)= — — |d 4.3.
Y/‘Pmax 1 1 .
m-wy 2
W(k)=— — X — = )d 4.3.81
" 2/£+Mxk¢<7w+2)s@ 4381)
Y/W'ma:t
/ —dyp (4.3.82)
@mzn
Y'1
_ cpmﬂn’l)
W(k) = 5 7 Mgl (4.3.83)

sonucuna ulagilir.

Simdi benzer gekilde yayinim hesabi icin denklem 4.3.58 yeniden yazilirsa,

pod P, / /
W(k) = mee” WO // (q — 2kqcost —|— h )dqsin@ de (4.3.84)

olur bu denklemin kokleri

2m*wy

h

qg=kcost + \/ k2 cos2 0 — (4.3.85)
seklinde yazilabilir. 0 < 6 < 7/2 icin cos > 0 oldugundan olasi carpanlar
(g+al)(g+a2) bicimindedir bu aralikta delta fonksiyonu asla sifir olamaz, bundan

dolay1 bu terimden integrale bir katki gelmez. Fonon momentumu ¢’nun gercel
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olabilmesi ic¢in karekok icindeki ifade pozitif olmalidir buna gore

;o 2m*

Keos2g — ¥ 5 g (4.3.86)

9 9 _ 2mFwy
k*cos“ 0 > - (4.3.87)

Boylece 6 icin bir minimum deger vardir
0 2o (4.3.88)
cosf . = —\]——— 3.
min B2

o-fonksiyonu igindeki ¢ katsayisi daha once gercek ve porzitif olarak goz oniine
alinan «; ve ay cinsinden (¢ — ay)(q — ag) olarak carpanlarina ayrilabilir, buna

gore denklem 4.3.84

WE) =y / /5 ((q — a1)(q — az)) dgsin 86’ (4.3.80)

olarak yazilabilir, delta fonksiyonundaki her iki terimden de integrale katki

gelmelidir. a; > as durumu icin as — o negatif olacagindan as civarinda ¢éziim

6(q — o)

M—@ﬂ

0((g—a1)(g—az)) = (4.3.90)

ve

W (k) = //{ q-a) 5(q_a2)}dqsin9/d9, (4.3.91)

q—ay  |g—

’IYLZ?’L

olur. Fonon momentumu olan ¢ iizerinden integral alinirsa

, y 1 | ;o

W(k)=Y' / ( + ) sin 6 df (4.3.92)
a1 — (g ‘042 — Ckl‘

0/

min
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olur. Burada sogurulmaya benzer bicimde yeni bir degisken tanimlanabilir,

2m*wy

h

¢ = —kcost + \/k2 cos? 0’ — (4.3.93)

@'nin minimum degeri denklem 4.3.86” daki karekok icindeki ifade sifir oldugunda

gercgeklesir
Omin = 00 . ) = —kcosl, . (4.3.94)
Denklem 4.3.8%8 kullanmilirsa
2 *
Pmin = mhwo (4395)

olarak elde edilir. ¢’nin maksimum degeri cos ¢/ . un maksimum oldugu degerdir.

Prmax = @(9/ = 7T) =k+/k*— (4396)

Bu verilerle sogurulma icin yapilan hesaplar takip edilirse, yaymim i¢in sacilma

orani agagidaki gibi elde edilir

Pmin

W (k) = Y% [In ] Pmes (4.3.97)



BOLUM BES
MONTE CARLO TASIYICI HESAPLARI

5.1 Tek Parcacik Monte Carlo Simiilasyonu

Monte Carlo modellerinin 6nemli bir 6zelligi hem malzeme hem de aygit
simiilasyonlarina uygulanabilir olmasidir. Bu metodun ayricalikli bir bagka
ozelligi, deneylerde elde edilemeyen veya gozlenemeyen fiziksel stireclerin
simiilasyonlarinin yapilabilmesine izin vermesidir. Bu anlamda Monte Carlo
simiilasyonlar1 deney sonuclarina ¢ok benzer sonuglar tiretebilir. Yari iletken
similasyonlarinda kullanilan hiz-alan karakteristikleri gibi bir ¢ok gecirgenlik
ozelligi Monte Carlo simiilasyonlar: kullanilarak elde edilebilir. Elektrik alanin bir
fonksiyonu olarak elde edilen mobilite, enerji, difiizyon, durulma zamani ve etkin
kiitle karakteristikleri Monte Carlo modelleri kullanilarak bulunabilir. Ayrica
kiigiik olcekli aygitlarin modellemesinde de kullanilan Monte Carlo simiilasyonlar:

bu aygitlarin fiziginin anlagilmasinda 6nemli bir rol oynar.

Monte Carlo yonteminin temeli, parcaciklar arasindaki ¢arpigma zamanlariin
bulunmasi gibi sacilma olaylarinda artarda rastgele sayilar dreterek,
mikroskobik stirecleri tanimlamak i¢in bu sayilar1 kullanmasidir. Tek pargacik
Monte Carlo simiilasyonlar1, parcacigin hareketini yeterince uzun bir zaman
periyodunda takip ederek, homojen oOrneklerde kararli durum olgusunu
modellemede kullanilir. Zaman araligi ¢cok uzun tutularak, edinilen bilgiler
elektron gazinin davranigini tanimlamada da kullanilabilir. Bu yaklagimin bir
avantaji, sistemde sadece bir parcacik kullanmildigindan, uzun bir ge¢mise ait
bilginin siradan bir bilgisayarla elde edilebilir olmasidir. Eger ornek homojen
degil ise ¢ok sayida parcacigin simiile edilmesi gerekir. Zaman veya konuma bagh
sistemlerde periyodiklik varsa, islemleri tek pargacik similasyonuna

indirgeyerek basitlestirmek miimkiindiir. Monte Carlo simiilasyonlarinda

o1
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fiziksel sisteme ait malzeme parametrelerinin, enerji bant yapisinin, sacilma
oranlarinin ve orgii sicakliginin ayrintih olarak tanimlanmasi gerekir. Parcaciklara
etki eden kuvvetler, elektrik ve manyetik alanlar ile sagilma mekanizmalarini
igerir. Uygulanan dig alan ve baglangi¢ kogullar1 6zel olarak tanimlanmalhidir. Bu
veriler kullanilarak stokastik sagilma siireclerini kontrol eden rastgele sayilarla,
momentum uzayindaki elektron hareketini gosteren simiilasyon elde edilebilir.
Her bir elektronun hareketi, carpigmalar arasindaki serbest ucug zamanlarini
igerir. Genellikle carpigmalar arasinda elektronun sabit bir alanda ivmelendirildigi
ve malzemenin enerji bant yapisinin belirledigi klasik hareket yasalarina uydugu
varsayilir. Carpigsmalar enerjinin bir fonksiyonu olarak belirli olasiliklara sahip
rastgele olaylardir. Rastgele sayilar, serbest ucug zamani ve sagilma stireclerini
kontrol eder. Her bir ucus zamanm sirasinda elde edilen bilgi simiilasyon igin

gerekli olan parametreleri bulmada kullamlir (Snowden, 1989).

Bir yar1 iletkende tasiyici gecirgenliginin analizi karsilikli etkilesen ¢ok parcacik
problemi oldugundan dolay1 yapilmasi zor bir istir. Bununla birlikte ¢cok parcacik
sistemi bagimsiz parcaciklarin bir biitinii olarak goz ontine alinirsa, tek bir
parcacigin bir ¢ok sacilmaya ugramasi izlenerek parcaciklarin biitiintini simiile
edecek bir basitlegtirme yapilabilir. Tek parcacik Monte Carlo tekniginin temel
fikri budur.

Tek parcacik icin Monte Carlo yontemi homojen bulk yari iletkenlerdeki tasiyici
geciglerinin bazi ozelliklerinin hesaplanmasi icin kullamlacaktir. Bu yontem
dagilim fonksiyonunun seklinin bilinmesini gerektirmeyen basit bir yoldur. Ayni

zamanda 6grenmesi ¢ok kolay olan ve gelismeye acik bir yontemdir.
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5.1.1 Taswyrct Hareketinin Stmailasyonu

Gecirgenlik analizlerine uygulanan tek parcacik Monte Carlo yonteminin
prensibi momentum uzayindaki bir parcacigin hareketinin simiile edilmesidir.
Bu simiilasyon, tasiyicinin serbest ucgus stiresi ve sacilma olay1 stokastik olarak
secilerek olusturulabilir. Bundan dolay1 simiilasyon rastgele sayilarin artarda
secilmesiyle yapilabilir. Similasyon programi stiriiklenme ve sagilma stireclerini
kontrol eden alt programlar kullanilarak yapilabilir. Tagiyicinin stiriiklenme
islemini, siirtiklenme ve sacilma iglemini, sacilma olarak adlandirilan alt
programlarin yaptigi disiiniilerek basit bir akig diyagrami ile programin ana
hatlar1 Sekil 5.1’deki gibi gosterilebilir. Simiilasyon iglemi sirasinda sagilmalar
ve sabit bir elektrik alan altindaki siiriiklenme hareketi siirekli kendini tekrar
eden bir iterasyon iglemi olarak hesaplanir. Sekil5.1’de goriildiigii gibi bu iki alt

program stirekli degigimli olarak ¢aligir ve her iterasyonda ugus zamani hesaplanir.

< BASLA )

T=LTgus ALamam

Siwiiklenme(tT)

Sagilma

e
EVET

HAYIR
( DUR. )

Sekil 5.1 Tek parcacik Monte Carlo hesabi
icin akig diyagrami
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Serbest ucus stiresi, degisik sacilma oranlarinin toplami olan toplam sacilma
oranina baghdir. Her bir sacilma mekanizmasinin sacilma orani enerjiye bagh
oldugundan, toplam sacilma orani da elektron enerjisinin bir fonksiyonudur. Bir
elektronun,7 stiresi kadar hareket edip bu siire sonunda birim zamanda

sagilmaya ugrama olasiligi P(1)
P(7) = Wr(Ey)exp —/WT(Ek)dt (5.1.1)
0

ile verilir. Burada Wyr(E}) toplam sagilma oranidir ve

Wi (Ey) = XN:Wj(Ek) (5.1.2)

j=1
ile verilir. Burada alt indis j sacilma mekanizmasina karsilik gelir ve N olasi
sagilma mekanizmalar1 i¢cin 5 = 1,2,..., N degerlerini alir. Ucug zamaninin
denklem 5.1.1 deki olasilik denklemi ile tanimlanabilmesi i¢in, 0 ile 1 araliginda
diizenli bir rastgele say1 olan ri’e baglh olarak tanmimlanan 7 degerini ve
P(1)/Wr(E)) oranimi hesaplamak zorundayiz ancak olasilik integrali W;(Ej)’

larin karmasgikligi nedeniyle analitik olarak c¢oziilemez.

Olasilik integralinin ¢oziilmesindeki zorlugu yenmek igin basit bir alternatif
teknik geligtirilmistir (Jacoboni ve Lugli, 1989). Bu teknik "kendinden sagilma”
olarak adlandirilan sanal bir sagilma oranina, Wy(k), sagilma mekanizmalarina
eklenmesi ile elde edilir. Bu yontemde parcacik kendinden sagilmaya ugradiginda,
parcacigin k vektoriinde ve enerjisinde herhangi bir degisme olmaz. Boylece
I’ y1, kendinden sagilma Wy ( Ey) de dahil olmak {izere, sagilma oranlarinin toplami

olarak tanmimlarsak,

N

Wo(Ey) =T = > Wi(Ey) yada T'=Y W;(E) (5.1.3)

J=1 J=0
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olacaktir. I nin sabit oldugu buradan agikca goriiliir. Bu yazilim bize baz

avantajlar saglayacaktir. Clinki boylelikle olasilik denklemi,
P(r) =Te'" (5.1.4)

seklinde basit bir ifade olarak yazilabilir. Aym sekilde ucug zamani bir rastgele

say1 olan ri’e bagh olarak asagidaki gibi gosterilebilir.

(5.1.5)

Bir sabit olan I, ilgilendigimiz enerji araliginda W;y(Ex)'nin negatif
degerlerinden sakinmak icin, W(E)) nin en biiyiik degerinden daha biiyiik
secilmelidir. Diger taraftan, kendinden sacilma olaylarinin sayisini en az diizeye
cekmek ve boylece boga harcanan bilgisayar zamanini en aza indirmek igin I'

miimkiin oldugunca kii¢iik tutulmalidir.

Elektron, serbest ugustan sonra kendinden sagilmayi da igeren bir sacilma
mekanizmasi tarafindan tekrar sacilacaktir. Sacilmanin hesaplanmasinda,
oncelikle hangi elektronun hangi sacilma mekanizmasi tarafindan sacilmaya
ugratildiginin ve bu sacilmadan sonraki elektronun durumunun tanimlanmasi

gerekmektedir.

Parcacigin baslangic durumu i¢in rastgele bir dalga vektori secilerek simiilasyon
baslatilir ve birkac ucus ve sagilma olay1 gerceklesene kadar simiilasyonun devam
etmesine izin verilir. Her bir u¢ug zamaninin toplami olan toplam ugus zamani,
basglangi¢ durumunun sonu¢ durumuna en az etkisi oluncaya kadar devam edecek
biiyiikliikte olmahdir. Boylece simiilasyon sonucu elde edilen degerler baglangic

sartlarindan bagimsiz olacaktir.
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5.1.2 Struklenme f§lemi

Bir yar iletken kristal igindeki elektronlarin stiriiklenme hareketi, eger
elektronun potansiyel enerjisi konumunun bir fonksiyonu olarak yavas bir sekilde
degisiyor ve elektronlar etkin kiitle ile serbest bir pargacikmig gibi kabul
edilebiliyorsa yari-klasik bir gekilde incelenebilir. Elektronlar i¢in olan hareket
denklemi temel olarak bilinmektedir. Ucug zamani, 7, esnasindaki dalga vektorii

degigimi AE, hareket denkleminin integre edilmesi ile bulunabilir. Bu iligki

t+7
. 1 [~
Ak = —ﬁ/VHdt’ (5.1.6)

t

seklinde yazilabilir. Burada;
H = E —eV(r) (5.1.7)

bir —e yiikii ile verilen elektronun Hamiltonianidir. E} elektronun kinetik enerjisi
ve V() ise elektrostatik potansiyeldir. Eger bir bulk yar: iletken boyunca diizgiin

bir elektrik alan F' uygulanacak olursa ¢oziim asagidaki gibi olacaktir.

=~
I

|
\1

A (5.1.8)

5.1.3 Sacgilma f§lemi

Burada bir alt program tarafindan simiile edilen sacilmanin hesaplanmasinda
ilk once elektron tarafindan olusturulan sagilma ve sacilmadan sonraki
elektronun durumu bir arada ele alinmaktadir. Bu adimda yapilan, sacilma
mekanizmalarinin Monte Carlo Yonteminde kullanilabilecek sekilde 0 ile 1 arasinda

Sekil 5.2’de gosterildigi gibi siralanmasidir. Sagilma mekanizmasi (n) agagidaki
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sekilde tanimlanan A, (Ej) fonksiyonunun kullanilmasi ile anlagilabilir.

n

> Wi(Ey)

A(EBy) = FIT n=12,...,N (5.1.9)

Bu I' tarafindan normalize edilmis sagilma oranlarimin toplamidir. I' toplam
sacilma orani, N sacilma mekanizmalarinin toplam sayisidir. FEj enerjili bir
elektron igin sacilma mekanizmasi, rastgele sayi iireteci tarafindan 0 ile 1
araligindan secilen ry rastgele sayisi ile A,,(Ey) 'min kargilagtirilmasi ile yapihr.
Eger ry

AN 1(Ey) < ro < Ay (Ey) n=12....N (5.1.10)

esitsizligini saghyorsa n. mekanizma elektronun durumunu degistiren mekanizma

olarak secilir.

W,
r—*—\,
SR | SR R PEREEIERE
D At Az __._"q "'-H
— L T
W1 W'|.w2 1I"II1+ W2+'|.|'I.|'.J ﬂ, e i w

Sekil 5.2 Monte Carlo yonteminde sacilma islemlerinin
se¢imi

Bu sekilde yapilan bir se¢im Pauli Digarlama ilkesini ihmal etmektedir. Fakat
durum yogunluklari ve Fermi-Dirac dagilimi yardimai ile bu ilke goz 6niine alinabilir.
Clnkii sonu¢ durumundaki tasiyict dolulugu ihmal edilmistir. Bu tir bir tahmin
Monte Carlo simiilasyonunda, dogrudan kullanilmigtir. Asagidaki akig diyagrami
sacilma mekanizmasi se¢iminin nasil yapildigin géstermektedir.  W;(Ej) nin
hesaplanmasi simiilasyon zamaninin tamamlandigr bir Fj i¢in verilmistir. Farkh
E}, degerleri igin arzu edilen gekilde hesaplanmig W;(E)) ve bir alt program iginde

gercege yakin bir bicimde verilmistir.

Sacilma mekanizmasi, bant i¢i ve bantlar arasi fonon sacgilmalari ve iyonize
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|  BASLA ]

‘ Rasgele bir say seg

rz =md({ ) i

#& ve B nin belirenmeas

& ve @ nin belifenmes

& ve B min befifenmes

Sekil 5.3 Sacilma iglemlerinin se¢imi i¢in akig
diyagrami

safsizlik sagilmalari icin ayr1 ayr verilmelidir. W;(Ej) her bir sacilma icin ayr1 bir
alt program tarafindan hesaplanmali ve swk(iv,n,ie) boyutu igine
kaydedilmelidir. v burada vadi indeksi, n n. sagilma mekanizmasi ve ie ise

parcacik enerjisi i¢in orantili olarak tanimlanmig olan bir tam sayidir.

Sacgilma mekanizmasini tanimlamak i¢in sagilmadan sonraki dalga vektorii olan
k' dalga vektériinii tammlamak gerekmektedir. &' niin biiyiikligii enerji

korunumundan bulunabilir. £’ 'niin dogrultusunu tanmimlamak i¢in onun kartezyen

LkL

> k) e gore simiile edilen cihaz igin segilen

koordinatlardaki bilegenleri olan (k. k
laboratuar  gergevesinin  bilegenleri olan (z¥,y%,2%) nin tammlanmas:

gerekmektedir.

Eger sagilma izotropik ise (sagilan elektronlar sagilmadan sonra biitiin
dogrultularda aymi  baslangic olasihgmma sahipse) (k;,k,,k.) bilesenleri,

p(¢',0")de'df olasilik yogunlugundan bulunabilir. Burada olasiik yogunlugu, &’

yarigapl bir kiire iizerindeki mevcut durumlarin sayisi ile orantihidir. ¢ azimuthal
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ve ' ise kL e gore k' niin kutupsal agilaridir. p(¢',8')sin @’ ’ ne esit olacaktir. Bu
da herhangi bir olasiik yogunluguna esittir. Boylece ¢ ve @', bir cift 0 ile 1

arasinda degisen r3 ve r4 gibi diizenli rastgele sayilar ile tanimlanabilir.

¢/ = 27T7"3
(5.1.11)

cost =1—2ry

Yukaridaki esitlikte verilen ¢’ ve @' i¢in laboratuar cercevesi bilesenleri (kZ, k:yL, kL)

icin,

k! = k'sin @ cos ¢/
ki, = k'sin 0’ sin ¢/ (5.1.12)

k. = k' cos®

esitlikleri yazilabilir. Bu esitlikler sadece izotropik sacilma durumu igin gecerlidir.

Izotropik olmayan sacgilma durumunda, kutupsal optik fonon sacgilmasi ve
safsizlik sacilmalarinda oldugu gibi k' final durumu, k baglangi¢ dalga vektorii ile
K niin kutupsal ve azimuthal acgilart ¢ ve 6 ile ifade edilir. Izotropik

durumdaki gibi k&’ ve bilegenlerini secilen laboratuar cercevesinde tanimlanabilir.

Gegig oran1 ¢ 'den bagimsiz oldugundan azimuthal ag1 ¢ rastgele bir sayi ile
tanimlanabilir.

O = 27rs (5.1.13)

Burada r3, 0 ve 1 arasinda degisen diizenli rastgele bir sayidir.

Safsizlik sacgilmasi ve kutupsal optik fonon sagilmasi i¢in kutupsal aci 6
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ifadelerinin burada tekrar yazilmasi ile,

1+ f— (1+2f)"

cosf = 5.1.14
7 ( )
safsizlik sagilmasi ve kutupsal optik fonon sagilmasi igin,
2
cosf=1-— 1
(5.1.15)
2\/EFEr,
f= ‘

esitlikleri yazilabilir.

.E,I
.g:r
L
'l
&
|I-' L
o~ --“'"Il'lllf | 'ﬂ 4
Y “‘H.E"‘-
.__.-""ﬂ ..,_ﬂ'
| .
e
k L
Sekil 5.4 Gozlem cergevesi(kZ, k;, kL) ile yeni
gozlem cercevesi olan (k;:, k;, k;)arasmdaki

iligkilerin goOsterimi. k&, ekseni baglangictaki
dalga vektorii k ’ya paraleldir.

Elektron dalga vektorii k, gozlem cercevesi (kL k‘yL, kL) igin giincellestirilirse

cahgma agisindan daha kullamgh olan yeni bir gézlem gergevesi olan (k, k;, k7,

elde edilir. Yeni gozlem cercevesi (k:g,k:yL,k:f) gozlem cercevesinin etrafinda
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k. ekseninin « acisi, k, eksenininde 3 kadar dondiiriilmesi ile elde edilebilir. Bu

iglem agagidaki sekilde gosterilmektedir. Boylece doniigiim sonucunda (k% k), k)

ve (ki k,, k) gozlem cergeveleri i¢in olugan matris elemanlarmin carpilmas

gerekmektedir.

1 0 0 cosf —sinf 0
0 cosa —sina sin  cosf 0 (5.1.16)
0 sina cosa 0 0 1

Burada (K., k!, k') gozlem cercevesinde (kL, kL kL) bilegenleri igin,

x) Yy "z x) Wy vz

(k" sin 0 cos ¢, k' sin 6 sin ¢, k' cos 0) (5.1.17)

yazilabilir. Buradan da (k% k), k') gozlem cercevesi icindeki k' vektorii yukaridaki

matris ¢carpiminin tersi ile verilebilir.

cos3 cosasinf sinasinf

—sinf3 cosacos3 sinacosf (5.1.18)

0 —sina CoS (v
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Burada matris ifadesinde verilen sinus ve cosintis bilegenleri,

kK ke
SIn o = T COS ¥ = E

(5.1.19)
ke k,

k2 + k2 cosfi = kZ + k2
T Y x Yy

ile verilir. 5.1.17, 5.1.18 ve 5.1.19 esitliklerinin birlegtirilmesi ile sacilmadan

sin 3 =

sonraki (k, kl, k') gozlem gergevesi igindeki dalga vektoriiniin bilesenleri,

k, kb, ke
k' VEEHEL kR2Z Rk k' sin 0 cos ¢
k' | = K fyks ky k' sin 6 si (5.1.20)
k. ~VEI+R2 kK, k' cos @
0 VT Ty e
k k

seklinde elde edilir.

Elipsoidal bantlardaki izotropik sacilma durumunda gozlem cercevesi i¢indeki
sonu¢ dalga vektorii K elipsoidal bantlardaki gecis oranlar1 icin Herring-Vogt

dontigiimiiniin (Nag, 1980) kullanilmas: ile,
ko =Uk (5.1.21)

elde edilir. Buradaki doniigtim elipsoidal yiizeylerden kiiresel yiizeyleredir. Bu

doniigtim i¢in kullanilan U
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_ 12 -
CO R
1/2
U= 0 (:y) 0 (5.1.22)
1/2
@
ile verilebilir. Boylece k* tagiyict enerjisi
h2 k2 k2 k?2 hk* 2
Ek:—<x+—y+ Z>:( ) (5.1.23)
2 \m;  my mg 2my

seklinde verilebilir. Bu denklemin kullanilmasi ile = V/2m¢Ey [k elde edilir.
Buradan da (A", ., k') bilesenlerini kiiresel yiizey icin 5.1.11 ve 5.1.12 esitlikleri

— %

kullanilarak hesaplanabilir. Sonug olarak (kZ, kL, kL) ifadesi, (K, lg’:, k_i) ifadesi

zo VYo V2

ile U matrisinin ¢arpilmasi ile elde edilebilir.

Ug boyutlu gosterimde (k, ky, k), bulk yar iletkenlerdeki tastyic1 gegislerinin
incelenmesi igin gerekli olmayabilir. Ancak, bu yazim bizim caligmalarimiz
sirasinda Monte Carlo yonteminin tek parcacik igin olan alt programlarin

gelistirilmesi i¢in kullanilacaktir.
5.1.4 Hareket Hesab1

Monte Carlo yontemi diizgiin bir elektrik alan altinda, yar1 iletkendeki tasiyici
hizinin hesabinda da kullanilabilir. Burada tasiyici hizi ve enerji hesabi igin
temel denklemler verilecektir. k-uzayinda, her bir hacim elemani i¢indeki bir
elektronun, ugus zamanina ait bilgiler saklanirsa, ortalama tasgiyict hizi ve
enerjinin hesaplanabilecegi dagilim fonksiyonlar1 olusturulabilir.  Bu iglem
k-uzayinda cok sayida veri saklanmasi ile yapilacagindan biiyiikk oranda hafiza

gerektirir. Cok hafiza gerektiren bu iglemi yapmaya gerek kalmadan, her bir
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elektronun ugusu dogrudan izlenerek, hiz ve enerjinin ortalama degerleri

hesaplanabilir ve sonra tam ucuslar tizerinden bir ortalama alinabilir.

Grup hiz1 agagidaki gibi yazilabilir

ar 1=
i=—=-V.E 5.1.24
U= T e (5.1.24)
dk  —eF
il 1.2
dt h (5.1.25)
burada F elektrik alandir. Serbest ucus zamani 7 boyunca ortalama hiz
1 AFE,
@) = 55 (5.1.26)
. A
ile verilir Ak = — 5T ifadesi yerine konulursa
AE
(W) = ——= (5.1.27)
eF'r

elde edilir. 7 stiresi i¢in yazilan ortalama tasiyict hizi kullanilarak, toplam 7T’

simiilasyon zamani boyunca ortalama hiz agagidaki gibi yazilabilir:

(U)r = %Zwm (5.1.28)

1

=——) AR, (5.1.29)
eF'T
1

= E;— E; 5.1.30
T > (Ef—E) ( )

E; elektron ucusunun baglangicindaki enerji, Ef ise ugusun sonundaki enerjidir.
Yukaridaki denkleme gore her bir wugus stiresi boyunca enerjideki

artiglarin  (farklarin) saklanmasi gerekir. Aymi mantikla ortalama enerji de
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agagidaki gibi yazilabilir

1
(EYr = . E (E),T (5.1.31)
burada (E), iyi bir yaklagiklikla

_Ei—l-Ef

(B), = 2%

(5.1.32)

ile verilir. (E), ve (v), hesabmin yapilabilmesi i¢gin (E), ve (v), hesaplarna

siiriiklenme alt programinin eklenmesi gerekir.

5.2 Yigin Elektronlar igin Toplu Monte Carlo Simiilasyonu

Tek parcacik Monte Carlo yontemi ozellikle statik ve diizgiin bir elektrik
alan altinda kararli durum tasiyic1 gegirgenligi gibi gecirgenlik hesaplar: i¢in ¢ok
kullanmigli bir yontemdir. Bununla beraber yigin Monte Carlo yontemi tasiyici
diftizyonunun analizi, homojen olmayan bir alanda tasiyict gecirgenligi,
tagiyicilarin kararsiz davrandigi gibi bir¢ok degisik amag icin kullanilabilir. Boyle
bir yigin Monte Carlo yontemi bulk kristaldeki tasiyict gecirgenligine

uygulanabilir.
5.2.1 Toplu Parcacik Hareket:

Yigin Monte Carlo yontemi kiigiik bir At zaman artigi esnasinda bircok
parcacigin es zamanli olarak hesaplanmasini temel alir.  Yontem dinamik
oldugundan gecici parcacik hareketlerinin analizi icin uygundur. Bununla
birlikte sistem kararli duruma ulagsincaya kadar hesaplamalara devam edilirse
kararli durum problemlerine de uygulanabilir. Sekil 5.5, yigin Monte Carlo
hesabinin sistematik akig diyagramini gostermektedir. Yatay cizgiler zaman

ekseni iizerindeki parcaciklarin yoriingelerini gosterir. Eksenin sag tarafina
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ilerledikgce zaman artmaktadir. Dikine kesikli c¢izgiler ise c¢ok parcacik
sisteminin gozlendigi zamanlar1 gosterir. Tki komsu kesikli ¢izgi arasindaki aralik
iki gozlem arasindaki At zaman artigina baghdir. Yatay cizgiler tizerindeki her
bir x sagilmanin olugtugu zamani gosterir. Boylece iki komsu x arasindaki mesafe
serbest ucug zamanidir. Tam parcacik sisteminin gozlenebilmesi i¢in gergek uzay
ve momentum uzaymdaki parcacik konumlarinin her bir At zaman igin
hesaplanmas1 gerekir. Uygulanan elektrik alan kararli olsa bile degisen
elektron enerjilerinin zamanla giincellenebilmesi i¢in At zaman artigi yeterince

kiigiik secilmelidir.

et
-

E i : : ! :
i i 1 | i L]
2 i !E i i : i
i ] i i ] '
)
" ¥
! 1 i i i i
. = et : ; :
I I : : ; !
W=y : : 1
fAf ! A
¢ ZAMAN

Sekil 5.5 Yigin Monte Carlo simiilasyonunun akig
diyagrami

Yigin Monte Carlo yontemi stiriiklenme ve sagilma iglemlerini igeren iki alt
programla yapilabilir. Tek pargactk Monte Carlo yontemi icin yazilan alt
programlar kiigiik degigikliklerle yigin Monte Carlo yontemi i¢in de kullanilabilir.
En onemli fark yigin Monte Carlo hesabiin tiim parcaciklar icin At zamaninda
sacilma ve siirtiklenme hesaplarinin tekrarlanmasimi gerektirmesidir. At zaman
araliginda (At ve t + At arasi olsun) bulunan bir parcacigin hareketine bakilirsa
sacllma olaylarinin rastgele oldugu goriiliir. Bundan dolayr At zamaninda
parcacigin kag kez sacilacagi bilinemez. At’den t + At’ye kadar olan boyle bir

hareketi simiile edebilmek i¢in ¢ zamanindaki konum ve momentum vektorlerinin
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bilindigi ve t’den sonraki ilk sacilma zamani ¢,'nin rastgele bir sayiyla
bulunabilecegi varsayilsin. Eger t,, t4+At’den biiyiikse o zaman parcacik At stiresi
kadar stirtiklenir. t,, t 4+ At’den kiigiikse o zaman parcacik ¢+ At den 6nce sagilir.
Bu durumda parcacik t, — t zamanm kadar stiriiklenir ve ¢, zamaninda sacilir. O
zaman yeni sagilma zamani t, diger bir rastgele sayiyla bulunmalidir. Bunun
ardindan yeni t, degerinin ¢t + At degerinden biiyiik olup olmadigina bakilir ve bu
sekilde simiilasyon sonuna kadar adimlar tekrarlanir. Yigin Monte Carlo hesabi

i¢in burada anlatilan siray1 takip eden bir alt program Sekil 5.6’de gosterilmigtir.

( BASLA )

F

H=t
ty=sacilma zamani

-
]

fzbfm

HAYIR

EVET
1= t+AL-f; =i
Sitriiklenme(t) Siiriiklenme(t)
Sagilma
DUR. .il|"_"I}
L=yeni sacilma
Zamani

Sekil 5.6 Yigin Monte Carlo alt programinin akig diyagrami
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T ucus zamani esnasinda A7 konum vektoriindeki artig hareket denklemleri
kullanilarak hesaplanabilir. Eger At esnasindaki F elektrik alam sabit varsayilirsa
A7, ugug zamanindaki ortalama tasiyici hizinin ucus zamani ile carpilmasiyla elde
edilebilir. Buna gore

AF = (@), 7 (5.2.1)

yazilabilir. Burada (v), denklem 5.1.27 ile verilir. Eger parcacigim konumu

gerekiyorsa Ar’nin hesabi stiriiklenme alt programina eklenmelidir.

Elektron gecirgenlik aygitlar1  olast  yiiksek frekans ve yiiksek hiz
uygulamalarindan dolayi ilging oldugundan ¢ok caligilmaktadir. Bir aygit i¢indeki
elektronlarin gecis zamani elektronlarin durulma zamani ile kiyaslanabilir ya da
ondan daha kiiciik ise, aygita gelen soguk elektronlar aygittan gecisleri sirasinda
kararli durum hizina ulagsamayabilirler. Bundan dolay1 tek parcacik Monte Carlo
yontemi ile hesaplanan hiz-alan egrileri kiiciik olgekteki aygitlardaki
elektronlarin  gecirgenligi icin kullanilamaz. Soguk elektronun aygita
enjeksiyonundan sonra olusan gegis olaylar1 ortalama hizin doyum hizina nazaran

ani bir yiikselig gostermesine neden olur.
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Bu boliimde daha 6nce detaylar: anlatilan tek parcacik Monte Carlo yontemleri
kullanilarak GaAs’in cesitli Ozellikleri incelenecek ve ornek olarak bulk GaAs
kullanilacaktir.  Elektrik alan, sicaklik ve safsizlik konsantrasyonu degerleri
degistirilerek, elektron hizi ve elektron enerjisi tizerine etkisi incelenmeye

caligilacaktir.

Ik olarak elektronun hizinmn degisim grafigine baktigimizda temel olarak iic

bolge ile kargilagiriz.

A

Hiz

=

Elektrik Alan

Sekil 6.1 Elektrik alana gore tasiyict hizindaki degisimin
sematik gosterimi.

Birinci bolge elektronlarin hareketlerinin hizlanarak aktiflestigi ve belirli bir
doyum hizina ulagtigi bolgedir.  Elektronlar diigiik elektrik alanlarinda T'
vadisindedirler ve etkin kiitleleri kiigiktiir (mj} = 0.067mg). Bu enerjilerdeki
sacllma mekanizmasi ise ¢ogunlukla akustik fononlar ile olmakta ve Boliim 4’de
anlatildigr gibi akustik fonon sagilmasi, fonon enerjilerinin elektron enerjisine gore
¢ok kiiciik olmasi sebebi ile elastik bir sagilma olarak alinabilir. Yani bu sacilmalar

elektron enerjisinde kayda deger bir degisiklige yol agmazlar.

69
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Ikinci bolgede ise uygulanan elektrik alanm siddeti artmaya devam ederken,
elektronun enerjisi de artar. Buna kargilik etkin sagilma mekanizmasi optik fonon
sacilmasi olmaya baslar. Optik fonon sacilmasi inelastik bir sacilma oldugundan,
elektronlar uygulanan alandan dolayr kazandiklari enerjinin bir kismini optik
fonon sagilmasi nedeniyle kaybetmeye baglarlar ve 6yle bir denge hali olugur ki
alandan kazanilan enerji ile sacilma nedeniyle kaybedilen enerji hemen hemen egit
hale gelir. Bu durumda elektronun enerjisi sabit hale gelir, yani
elektronun hiz1 sabit bir doyum hizina ulasir (= 107 cm/s) ve bundan sonra
elektrik alani artsa da hizda bir artig gozlenmez. T = 300 K’de bu hiz limiti
hemen hemen biitiin malzemeler i¢in aynidir. Elektron enerjisinin bu degerleri
i¢in ayn1 zamanda optik sacilmalar nedeniyle vadiler arasi gecislerde baglar. Bu
durumda elektronlar I vadisinden daha yiiksek enerjiye sahip L vadisine ge¢cmeye
baglarlar. Fakat L vadisinde elektronun etkin kiitlesi I' vadisindekine gore ¢ok
daha biiyiik oldugundan (mj = 0.350mg, mj ~ 5mj), hizda ani bir azalma

meydana gelir. Bu olgu ”Negatif Diferansiyel Diren¢” olarak bilinir.

Uciincii bolgede ise vadiler arasi sa¢ilma da optik fonon sagilmasina ek olarak
etkin olmaya baglar. Burada vadi degistiren tagiyicilarin etkin kiitleleri arttigindan
ve hiz azaldigindan denge durumu gozlenir. Grafikler incelendiginde hizda ¢ok
az miktarda olan artig hala devam etmektedir ancak bu goz ardi edilebilir. Daha
yiiksek elektrik alan uygulandiginda ise kristalin deformasyonu gozlenebilir. Bu

yontem icin ¢ok yiiksek elektrik alanlarda ¢aligmasi goz ardi edilmistir.

Elektronun enerjisinde uygulanan elektrik alana gore, hizda oldugu gibi ani

1
bir diigiis yasanmaz ancak hemen hemen sabit bir hale gelir. Ciinkii £ = §m*v§
oldugundan, elektron vadi degistirdiginde hiz1 yani v, azalir, buna karsilik etkin

kiitle yani m* artar.

Bu tezde kullanilan programlar Kazutaka Tomizawa'nin ”Numerical

Simulation of Submicron Semiconductor Devices” (Tomizawa, 1993) kitabindan



alinmigtir.

180000 F T
160000 f
140000 f
120000 f

100000 £

Elektron Hizi (m/s)

80000 [

0 500000 1e+06 1.5e+06 2e+06  2.5e+06  3e+06
Elektrik Alan (V/m)

Sekil 6.2 300 K sicaklikta, 1x10%2 m =3 safsizlik konsantrasyonunda
uygulanan elektrik alana gore elektron hiz degisimi.

280000 ¢
260000 —
240000 —
220000 —
200000 —

180000

Elektron Hizi (m/s)

160000 £

140000 £

120000 ¢
0 500000 1e+06 1.5e+06 2e+06 2.5e+06  3e+06

Elektrik Alan (V/m)

Sekil 6.3 77 K sicaklikta, 1x10%2 m~3 safsizlik konsantrasyonunda
uygulanan elektrik alana gore elektron hiz degigimi.
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Sekil 6.2 ve Sekil 6.3'de yaptigimiz hesaplarin elektron hizinin, uygulanan
elektrik alana gore degisimleri gosterilmigtir.  Daha once gematik olarak
anlatilan yapiyla uyumlu oldugu goriilen grafiklerde, elektron hizlari, 1 x 10?2 m=3
safsizlik konsantrasyonunda, uygulanan 500000 V/m elektrik alam civarlarinda
maksimum degerlerine ulagsmaktadir ve ardindan elektron hizlarinda, genel yapiya

uygun olarak bir azalma goriilmektedir. Sematik gosterimde iigiincii bolgede

gosterilmis olan yapiya uygun olarak, elektron hizinin yaklagik olarak sabit kaldig:

goriilebilmektedir.
300000 : : : :
g To7K o
250000 |
g 3
£ 200000 |
N ;
I
c [
S 150000 |
3 g
L
100000 |
50000 &

0 500000 1e+06 15e+06 2e+06  2.5e+06  3e+06
Elektrik Alan (V/m)

Sekil 6.4 77 K ve 300 K sicakliklarinda, 1 x 1022 m™3 safsizlik
konsantrasyonunda uygulanan elektrik alana gore elektron hizi
degisimlerinin karsilagtirmasi.

Sekil 6.4’de elektron hizlarmin 300 K ve 77 K sicaklik degerlerinde sabit
1x 10?2 m~3 safsizlik konsantrasyonunda karsilastirilmalar: yapilmistir. Gorildiigi
tizere digiik sicaklikda yani 77 K'de elektron hizlar1 daha yiiksek cikmaktadir.
Yaptigimiz caligmada elektron sagilmasina en biiyiik etki fonon sagilmalarindan
gelmektedir, diigiik sicaklikda fononlarin yani orgii titresimlerinin daha az
olmasi nedeni ile sacilma azalmakda ve bundan dolay1 elektron hizlar: daha yiiksek

olmaktadir.
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Sekil 6.5 300 K sicaklikta, 1x10%2 m =3 safsizlik konsantrasyonunda
uygulanan elektrik alana gore elektron enerjisi degigimi.
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Sekil 6.6 77 K sicaklikta, 1 x 1022 m =3 safsizlik konsantrasyonunda
uygulanan elektrik alana gore elektron enerjisi degigimi.
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Sekil 6.5 ve Sekil 6.6'da yine yaptigimiz hesaplarda elektron enerjisinin
uygulanan elektrik alana gore degisimleri gosterilmigtir. Elektron enerjilerinin
belli bir degerden sonra neredeyse sabit kaldigi, pek fazla degisime ugramadigi
goriilmektedir. FElektron enerjilerinin sabit kaldigi bu deger elektron hiz1 grafigi
ile karsilagtirihirsa, elektron hizinin neredeyse sabitlenmeye basladigi 1.5 x 106
V/m degerine karsilik gelmektedir ki bu zaten gematik olarak anlatilan kisimda

bahsedilen elektronun enerjisinin neden sabit kaldigi ile ilgili aciklama ile uyum

gostermektedir.
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Sekil 6.7 77 K ve 300 K sicakliklarinda, 1 x 1022 m ™3 safsizlik
konsantrasyonunda uygulanan elektrik alana gore elektron enerjisi
degisimlerinin karsilagtirmasi.

Sekil 6.7°de elektron enerjilerinin 300 K ve 77 K sicaklik degerlerinde ve
sabit 1 x 10?2m =2 safsizlik konsantrasyonunda karsilastirilmalar: yapilmistir. Bu
grafikde, iki sicaklik degeri i¢in de elektron enerjisinin ayni degerlerde kaldigi
goriilmektedir.  Bunun nedeni bulk GaAs’de I' ve L vadilerindeki elektron
doluluklarimin toplaminin her zaman 1 degerinde olmasidir. I' ve L vadilerinde

elektronlarin etkin kiitleleri degismekte ancak bu degigim orantili olarak hiza etki
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ettiginden elektron enerjisini hep ayni degerde tutmaktadir. Bunun sonucu olarak
enerji, ayn1 maddede her sicaklik i¢in ayni degerlerde olmaktadir.

Yukarida bahsedilen elektron doluluklarmm, 1 x 102 m™2 safsizhik
konsantrasyonunda 300 K ve 77 K sicakliklarindaki degerleri, siras1 ile Sekil
6.8 ve Jekil 6.9’da verilmistir.
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Elektrik Alan (V/m)

Sekil 6.8 300 K sicaklikta, 1x10%2 m =3 safsizlik konsantrasyonunda
uygulanan elektrik alana gore elektronlarin doluluklar:.
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Sekil 6.9 77 K sicaklikta, 1x1022 m ™3 safsizlik konsantrasyonunda
uygulanan elektrik alana gore elektronlarin doluluklar:.

Elektronun, elektrik alana gore hiz degisimi safsizlik konsantrasyonuna (Njy)
da baghdir, Ny nin iki degeri i¢in 300 K ve 77 K sicakliklarinda hiz degisimleri
Sekil 6.10 ve Sekil 6.11°de verilmigtir.

Goriildigii gibi N; arttikca hizin alacagi maksimum deger azalmaktadir.
Buradan da goriilebilecegi gibi N;’y1 arttirarak negatif diferansiyel direng 6zelligini
yok etmek mumkiindiir. Ayrica dikkat edilirse, kiigiik elektrik alan degerleri igin,
elektronun hizinin uygulanan alana gore artiy orani, yani mobilite de
azalmaktadir. Safsizlik konsantrasyonu arttikca elektronun ulagacagi maksimum
hizdaki azalma, denklem 4.2.15 gozoniine alinarak anlagilabilir. Bu denklemde
eger kabaca elektron ile iyonize olmug safsizlik konsantrasyonunu esit alirsak,
payda N ile orantili hale gelir. Pay ve payda sadelegirse sacilma oraninin Ny
ile ters orantili oldugu goriiliir. Hizdaki azalma veya sacilma oranindaki azalma
diigiik enerjilerde (diigiik elektrik alanlarinda) daha etkin olup, enerji arttikga bu

fark gittikce azalir.
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Sekil 6.10 300 K sicakligmnda, 1 x 10 m™3 ve 1 x 10?6 m=3
safsizlik konsantrasyon degerleri icin uygulanan elektrik alana gore

elektron hizi degigimlerinin kargilagtirmasi.
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Sekil 6.11 77 K sicakhiginda, 1x10™ m™3 ve 1x10%6 m 3 safsizlik
konsantrasyon degerleri i¢in uygulanan elektrik alana gore elektron

hiz1 degisimlerinin karsilagtirmasi.

7
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Uygulanan elektrik alana gore elektron hizi grafiklerinden faydalanarak
mobilite hesabi yapmak mimkiindiir. Bu yolla mobilitenin hem sicakliga hem
de safsizlik konsantrasyonu N;'ya bagimliligi incelenebilir. Sekil 6.2 veya Sekil
6.10’da goriildiigii gibi, elektrik alanimin 10° V/m degerine kadar, elektronun
hizi hemen hemen lineer olarak degismektedir (Ohmik Bolge). Daha sonra bu
iligki lineer olmaktan uzaklagir. Dolayst ile elektrik alam F < 10° V/m icin,
hizin F’ye bagimliliginin lineer kismi alinarak mobilite hesab1 yapilabilir. Ciinkii
ohmik bélgede mobilite v/F orami olarak tammlanir. Sekillerde verilen hiz ve
F-alan1 daha detayli incelenirse, bu iligkinin tamamen lineer olmadigi kolaylikla
goriilebilir. Bu nedenle mobilite hesab1 yapmak igin, hizin maksimum degere
ulagtigi noktaya kadar olan veri noktalari, A, B ve C' sabitler olmak iizere,

v = A+ BF + CF? biciminde bir fonksiyona uyarlanmig daha sonra mobilite
dv

ST
dF |
uyarlamadaki 23 katsayis1 direk olarak mobiliteyi vermektedir.

denkleminden hesaplanmigtir.  Burada da gorildigi gibi

Bu yolla mobilitenin verilen bir N; degeri i¢in sicaklikla veya verilen bir sicaklik

i¢in safsizlik konsantrasyonuyla degigimi bulunabilir.
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Sekil 6.12 Mobilitenin degisik safsizlik degerlerinde sicakliga
gore degigimi.
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Sekil 6.12, mobilitenin cesitli iyonize olmug safsizlik degerleri icin sicaklikla
degisimini gostermektedir. Gortldiigi gibi safsizlik konsantrasyonu arttikca
mobilite azalmaktadir. Bu olgu Sekil 6.10’da incelendiginde daha iyi anlagilabilir.
Bu sekilde N; arttikca maksimum hiz azalmakta, ayni zamanda hizin elektrik

alana gore artig orani da diismekte yani mobilite azalmaktadir.

Diger gozlenen bir olgu ise, sicaklik arttikga mobilitenin azalmasidir. Bunun
sebebi, sicaklik arttikca fonon sayisinin artmasi ve dolayisiyla fononlardan dolay:
olusan sacilmalarin artmasidir. Yani sicaklik arttikga mobiliteyi azaltan temel
sebep elektron-fonon, ozellikle elektron-polar optik fonon sacilmasidir. Diisiik
sicakliklarda sacilmalar genellikle iyonlardan, yiiksek sicakliklarda ise
fononlardan kaynaklanmaktadir. Diigiik sicakliklarda sacgilma eger dominant
olarak iyonize olmus safsizliklardan kaynaklaniyorsa, mobilitenin 7%/? ile orantili,
yiiksek sicakliklarda ise sacgilma baskin olarak o©zellikle optik fononlardan

kaynaklandiginda mobilite 77%/2 ile orantilidir (Ridley, 2000).
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Safsizlik Konsantrasyonu ( 1/m”)

Sekil 6.13 Mobilitenin 300 K sabit sicaklik altinda safsizliga
gore degigimi.
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Sekil 6.13’de 300 K sabit sicaklik degerinde safsizligin mobiliteye etkisi
goriilmektedir. Grafikten oldukg¢a acik bir sekilde goriildiigii tizere, safsizlik
konsantrasyonundaki artig elektronlarin mobilitesini ciddi bir bigimde

azaltmaktadir.
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