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Bu calismada B Euclidean uzayinda bir egrinin yer vekidriiniin Freact clesent ifzerindeki bilesenicrini
ciziim Labul eden diferensiyel denkiem sislemi kurelmugtor. Denklem sisteminin baz 67el ¢dziimlerinden
nargkelle efirinin yer vekidriindn bilesenien, cfrinin p,7, @ biiyiikler! cinsinden bulunarak bav trel sonuglar

verilmigtr,
SUMMARY

In this paper, a sysiera of differential equationwhich solution is the components of the position vector
of a curve on the Frenet axis in Eculidean space k4 is established. In view of some special sotutions of z .
system of differential equation, the components of the position vector of a curve is ablained in terms of the
quantitics p,7, ¢ ol the curve Morcover some special results arc given.

1. GIRIS
Recl sayilar kiimesindeki bir I = [t a < t < b} agik araliinda tanmmh
e R R4 (1)
L e 00 = {x) (U, %9 1300, 54 )
seklindeki differensiyellenebilir fonksiyona R4 de bir ciri denir. ?(l) cdrisinin hiz
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biciminde, 1= 1, noklasindan &=t noklasma kadar olan yay uzunlufu ise
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s(e) = 5 |19 |)au (3)
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seklinde tanimlamir. Efrinin £ (t) gdsteriminde t parametresi yerine s yay uzunlugu ahmlrm X (s) efrisine
birim hizh egri denir [1, 2].

'§ =_;;\ (s) dort boyutlu Euclidean uzayinda birim hizl: bir egsi olsun, Efrinin her nokiasina
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olmak iizere T N, B, E Frenet catisimi baglamak miimkiindiir. Burada tammb p(s) = >0 re.ul d_éerh
fonksiyonuna, x (s) efirisinin birinci egrilik fonksiyonu denir. (4) formiillerindeki p katsayisi {T N, B, E]

matrisinin determinantim: +1 yvapacak sekilde +1 veya -1 olarak secilir,

p>0,1>0,6>0 olmak iizere x : I -%-R i c*- simfindan birm hizh bir efiri ise,
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biciminde olup 1 ve ¢ biiyiikliiklerine sirastyla effrinin ikinci ve iiciincii egrilik fonksivonu denir, Burada
g.recl degerli fonksiyonu?(s) efrisinin T-N-B alt uzayindan aynlmasmmn bir ¢lgiisiidir. [3]
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bigimindeki diferensiyel denklemi saglarlar [3].
x (s) efinisi, R4 Euclidean uzayinda sabit egimli bir efiri ise efirinin  p,1, ¢  biiyiikliikleri arasinda

s s
—$—=ACOS I ods + B.Sin [ ods (8)
o .0

bagmntis: vardir [3).

oL . o
X (s) egrisi, basit kapali bir egri isc
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Joods = Zkm (k tam sayy) {9)
0

bagiinus: gegerlidir [3)

2. R4 .UZAYINDA BIR EGRININ YER VEKTORUNUN FRENET EKSENLER! UZERINDEK]
BILESENLER} '

R% Euclidean uzaymnda, en az C4 stmfindan, birim hizli bir efri

=
=x(s)
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R > = 5
olsun, Egrinin hechangi bir N(s) nokiasindaki Frenet ¢atist T- M- B- E olmak iizerc N(s) noklasindaki z (s)
yer vekori '
- > =3 - =
2 (s) = ml?+ my N +mg B+my E (10)
bigiminde ifade cdilir. Burada m; = m; (s) (i = 1,2,3,4) seklinde fonksiyonlardir. (10) denkleminin her iki
tarafimn s'e gire tiirevi alinir ve (5) denklemleri pézontine alinursa,

I‘sz -1 =0

L

m2+Dm] —Lm3=0

mé+1m2—om4=0 {11)

diferensiyel denklem sisterni elde edilir. (11) denklemlcrinden my, M3, My ve bunlann tiirevieri yokedilerck
my degiskenine giire dordiincii mertebeden degisken katsayili bir diferensiyel denklem bulunur. Bu denklemin
¢Oziimil bulunamanmustr. Burada bilegenlere ve  p,1, G biiyiikliklerine 6zel degerler vererek cfrileri



siiflandirmak mitmkiindir, $imdi baz: 6zel durumlan inceliyelim.

2.1. m) =c = st olsun. Bu durumda my = olzcafindan (11) denklem sisteminin ilk tigiinden sirasiyla

1
m2 = = —‘-)—-— = - R
) 1 dR *
m3 = = e
T ds Rr (12 )
mye 4 [.L & _Cj R
4 o ds T ds RT o

elde edilir. (11) diferensiyel denklem sisteminin ayns anda gergeklesmesi icin (1 1)4'in saflanmasi
gerckeceginden #{s) efrisinin p=% 1,6 biyiklikleri

d (1 4 _I_QR_+_6_]+T_P\“]+_G_QR_+6_O=O {13)
ds o ds T ds Rt g T ds RT

bicimindeki diferensiyel denklemi saglarlar. Burada C sabitinin deferi sifir ahmrsa’?ih(s) efrisinin @y, my ve
my bilegenleri

m_2=-—-p--=_R

1 dR

M, = - —— —

3 T ds
_ 1 d 1 dr _ IR
My o ds[ T ds] o

seklinde olur. Egrinin p:_FIl 1,6 bilyikidkleri ise (13) den,

o dR d_ | ] g I dr
* RT }=0
T ds ds o [ ’ ds ( T ds }]

- ol
diferensiycl denklemini saglarlar, Son baginu (7) den dolay: :f (s) egrisinin kiiresel egri oldugunu gisterir.

2.2. my = ¢ = st olsun. By durumda m'y= 0 olacafindan (11} denklem sisteminin ilk ii¢ denkleminden
sirasiyla
S

ml=S+C Ipds
0

D 2
(s + ¢ [ pds )

m, =
-3 T o . { 14 )
‘ I d p 5 T
= — — — {s + ¢ [ pds)| + ¢ —
Mg o ds L= 0 ] o

eldc edilir. (11) denklem sisteminin aym anda saglanmas: gerekecepinden % (s) efrisinin p,1, G biiyiklikleri
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d 1 d P P op =0 ( 15 )
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(14) den,

i'llS =

A, _d. (9_5_).
c ds T
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seklindedir. Bu duramda x (8) effrisinin p,T, ¢ biiyiiklikleri arasimdaki bagint da (15) den,
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bicimindeki ikinci mertebe defisken katsayili lineer bir diferensiyel denklemdir. Bu denklemde t—(cda

déniiglimii yapslirsa, denklem ®
2
o (Bry . B3
et T .

biciminde sabit katsayilt diferensiyel denkleme donmur Bunun cozumundcn % (s) effrisinin  p,1, @
biyiildiikleri arasinda

Y=

S
25 _ A Cos J ods + B.Sin ods
T

o 0
bagintis: elde edilir. Burada A ve B Keyfi sabitlerdir, % % (s) egrisi R4 de basit kapah bir efri ise (9) dan
7
_5 % ods = 2KIT (k, tam sayr) olacagindan, egrinin p,7 biyiiklikleri arasinda

Ps  _ A
T

bafinust gegerlidir,

e § 1-5 T .
x(s)efrisiigin, - | pds = ve —— = st
o € .
almirsa, (15) den
14> o d I d
( ) { o ( ) + o =0
gs2 T ds O ds

s
clde edilir. Bu denklemde, t = f ads dOniigiimi yapilirsa
2

5 5
L - ACos .J ods + B.Sin [ cds
T o o

bulunur, Bu isc_l:'?(s) cgrisinin (8) den sabit egilimli bir efri oldugunu gosterir.
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2.3, Mg =C=5L olsun, Bu durumda m'3 = 0 olacagiindan (11) denklem sisterninin, dérdiincii, tciincl

ve ikinci denklemlerinden, i
S
my = - ¢ I ods
o
g 5
m2=—c—T—-I0ds { 16 )

o}

g S
g = [T+ Lo juls Gds)]
p - ds T o

=
bulunur. (11) denklem sisteminin birinci denkleminin de saflanmast gerekeceginden x (s) effrisinin p,t, G
biiyiikliikleri C # 0 kogulu ile

1 d g d -~ d 1,d ,9 5 o 3
it B (= [ od —)— (— d = #
= 'dssz ! S)+ds(0)ds(‘r. 0!05)+DTOJOds ( 17)
=.._.]__.d_(_'[_)
c ds P

ikinci mertebe degisken katsayih lineer diferensiyel denklemi sajlarlar. Son denklemin ¢éziimii ise sabitlerin

degigimi yontemiyle,

g 8 ; 5 5 s { 4 T
—— J ods = ACos I pds + B.Sin [ pds + J’[———(——]]
0 o 0 o e ds P
s 5
I pds - Si ds)ds
{Cos . p 'n bf pds) (18 )
2 av

olarak bu]unur.'_x) (s) egrisi basit kapali bir egri ise (9) dan j pds = 2kII, Jods = 2kIT (k tam say1)

olacagindan (17) denX (s) egrisinin p,t, ¢ biyiikliikleri arasinda,” ©
0= —— (A - o mcies
2kT P e
baginusi bulunur.
24.my =c=stise (1 1) denklem sisteminin son ii¢ denkleminden,
_ . .¢c & (.._U_)
M = p ds T
g -
= —_— i (19)
g “ T
rn3 = 0
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kosulu ile

—y e Ny e emmmmane [FrP7 = e amsmaasesaaveay v o1 v wessseee

2
Lo Sy Ly d 0, 01
- = = —l+p—-=

c { 20 )

o+

ds2 T ds P ds

lineer defigken katsayilt ikinci mertebe diferensiyel denklemi saglarlar. Bunun ¢oziimii ise sabitlerin degigimi
ydntemiyle,

0 5 2 1 ; .
— =ACos f pds +BSinf pds+—9 s [ Sin J pds -
T o o c Lo 0
5
- Cos [ pds]dsy . ( 21 )
0
dir. Burada A ve B keyfi sabitlerdir.
. 2%
Efier % () efirisi basit kapalt bir efiri ise {ods = 2k[ (k am sayi)olacagimdan efrinin T, @
biiyiikliilleri arasinda ¥
g ]
R (22)

bagmtist vardir.

i .
2.5. x}{s) efrisi icin p=st, ¢ =st ve T =10 olsun. Bu durumda (11) denklem sisteminin ilk ikisinden,

3
i

A Cos ps + B 5in ps

I
p

A Sin ps - B Cos ps +

son ikisinden ise

C Cos os + D Sin os

s
My A @ C Sin 6s + D Cosgos

it

cide edilir. Burada A, B, C ve D keyfi parametrelerdir. Bu durumda x (s) ejrisinin my, My, Mg, My
bilesenleri arasinda

m, +,(m.7——-é—)2+m2+m =A2+BE+C2+D = R” = st.
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bafinties balunur, Bu bagmu.m:f? {s) efrisinin Frenet eksenleri fizerindeki bilegenlerinin, merkezi (0-,-1- 0,0}
yangap: R olan bir kiire iizerinde oldufunu gisterir. P
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