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OZET/ABSTRACT

Bu calismada, m c¢ikigli, n depolu ve p varish diizlemsel ii¢ indisli dagitim probleminin
formiilasyonu ve esdeger formiilasyonlar1 incelenmistir. Problem ve esdeger problemlerin
cebirsel Ozellikleri, katsayilar matrisinin genellestirilmis tersleri kullanilarak verilmistir.
Problem ve esdeger problemlerin ortak cebirsel 6zelliklere sahip olduklari goriilmiistiir.

In this paper, we investigate the equivalent formulations of the planar three index
transportation problem, of order mxnxp, using the generalized inverse of its coefficient
matrix, and give relations between the equivalent problems. It is then shown that the problem
and its equivalent problems have common algebraic characterizations.
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1. GIRIS

Diizlemsel ii¢ indisli dagitim problemi, Hitchcock-Koopmans dagitim probleminin bir
genellemesidir(Bulut, 1998; Korsnikov, 1989, Vlach, 1986). Bu problem, ilk kez Hitchcock
tarafindan ortaya atilmis, Koopmans tarafinda ayrintili olarak ele alinmis ve Dantzig

tarafindan Simplex yontemine uygulanmistir. Daha sonralari, Vlach tarafindan ¢oziimlerinin
varlik kosullar1 ve Korsnikov tarafindan da boyutu ile ilgili ¢aligmalar verilmistir.

Bu calismada, diizlemsel {i¢ indisli dagitim problemi 6zel bir dogrusal programlama
problemi olarak formiile edilerek esdeger formiilasyonlar1 verilecektir. Problemin ¢éziimii ve

baz1 6zellikleri, esdeger formiilasyonun A'A Kkatsayilar matrisinin 6zdeger ve dzvektorleri
cinsinden incelenecektir.

2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde problemin esdeger formiilasyonlarinin elde edilmesinde kullanacagimiz bazi
temel tanim ve teoremleri verecegiz.

A=[ajj] , mxn ve B=[bj;], pxq matris olsun. mpxnq
A ® B=[Abj] (1
matrisine A ve B nin Kronecker ¢arpimi denir. mnxmn

A®B=-AQ®I,+],®B )

matrisine de A ve B nin Kronecker toplami denir. Burada, A ve B sirasiyla mxm ve nxn
matrislerdir (Ben-Israel vd., 1974; Graybill, 1969).

Teorem 2.1 A mxm matrisinin A, 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorler x,ve B nxn

matrisinin g; 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorler y ; ise
(A®B)(x{®y ;) =4iju;(xi®yj) 3)
(A®B)xi®y )=} +u; xi®yj) 4

dir (Brewer, 1978).



Fen ve Miihendislik Dergisi Cilt: 3 Say1:2 Sayfa No: 53

Teorem 2.2 A=[B,C] olsun. A nin genellestirilmis tersinin

B* —BTckc B B*

A" = Nt +kC BT BT ©
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

N*NCT BN BTC=0 (6)

dir. Burada

N=(I-BBY)C ve K=(]+C*(B+)*B+C)_1 (7)

dir (Bulut, 1998; Bulut, 1991).

Teorem 2.3 A kxk matrisi A=(a-b)I+bJ olsun. A nin tersi

-1 _ 1 B b
A _a—b[l a+(k—1)b‘]} ®)

dir. Burada a # b ve a # —(k—1)b ve J tiim elemanlar1 1 olan kxk matristir (Graybill, 1969).

3. PROBLEMIN FORMULASYONU

Bu béliimde, m ¢ikish (factories), n depolu (warehouses) ve p varish (wholesale outlets)
diizlemsel {i¢ indisli dagitim problemini inceleyecegiz.

Varsayalim ki, ¢ikislar, depolar ve varislar sirasi ile

S=1{81.82.+, Sy}, D={Dy,Dy, ", Dy}ve P={P,Py, -, P,|

kiimeleri ile verilsin ve
G =(SxD, SxP, DxP, SxDxP) 9

ag1 (network) tanimlansin. Bu, geometrik olarak; kenarlar1 S, D ve P ve yiizeyleri SxD, SxP
ve DxP olan kiibik bir yap1 gosterir (Bulut, 1998; Korsnikov, 1989; Vlach, 1986). Bu agda
(network) ikili ¢arpimlar, agin tepelerini (nodes) ve ti¢lii carpim ise, agin ayrintilarini (arcs)
ifade eder. Eger S; den D; ye ve oradan Py ya yapilan gondermeleri x;j;, bir birim

gondermenin tagima maliyetlerini ¢;j; ve ayntlarin kapasitelerini
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k(Sl-xDj):aij >0, k(Sika):al-j :bik >0 , k(Dijk):hjk >0 (10)

ile tanimlarsak; {i¢ indisli dagitim problemini Esitlik 9 bi¢ciminde 6zel bir ag akisit olarak
formiile edebiliriz. Bu sekilde tanimlanan Esitlik 9 agina, diizlemsel ii¢ indisli dagitim
problemi denir.

Esitlik 9 agin1 dogrusal programlama problemi olarak formiile edebiliriz. Bunun i¢in
T _ T _
XD =[x LX112 s Xmp 15 € =[€4115C 120775 Cny ]

T .
a; =[ai1,ai2,-.-,al~n] B 1:1’2’...,m
biT =[bi1,b,-2,---,blp L i=12,-.m

T ;
h] :[hjlahjzaah]p]’]zhzaan
T T T
al =[a1T,apT 2,71, 0T =617 057 b, 71 0D =0y T 0T 0, T

Bl =[a” b7 07}
vektorleri ile

T
he 1,0 1,
A=1,® 1} ® I, (11)
T
,® 1,® 1}

matrisini ele alalim. Burada, mnp—(m-1)(n—1)(p—1) rankli (mn+mp+np)xmnp A

matrisi Esitlik 9 ag akisi probleminin baglanti matrisi ve 1,77; tim elemanlar1 1 olan lxm

matrisdir.Boylece, Esitlik 9°da verilen diizlemsel {i¢ indisli dagitim problemini
Min{ch|Ax=|3, 1hma=15,b=11,h, xzo} (12)

bi¢iminde bir dogrusal programlama problemi olarak formiile edebiliriz.
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Esitlik 12, {i¢ indisli diizlemsel dagitim problemidir. A katsayilar matrisi 6zel bir matristir.
Eger, A matrisini,

T
Iy ® I (13)
1, M ,® 1,

T
A_[1p® Inm} e
p

biciminde yazarsak, Esitlik 12 probleminin m ¢ikis ve n varish bir dagitim problemine bagh
olarak incelenebilecegi ortaya cikar.

Dikkat edilirse; m+n-1 rankli (m+n)x mn M matrisi, m ¢ikis ve n varigh bir dagitim
probleminin katsayilar matrisi ve

Go =(S,D,SxD)
aginin kose-ayrit baglanti matrisidir (Bulut, 1990).

3. PROBLEMIN ESDEGER FORMULASYONLARI

Esitlik 12 problemi 06zel bir dogrusal programlama problemidir. Bu problemi,

AT ax= 4T B ve AT Ax=A"p  denklemlerinin esdeger Ozelliklerini  kullanarak
inceleyebiliriz.

Simdi, Esitlik 11 ve 13’de verilen A ve M matrislerini kullanarak AT 4 ve
M T M matrislerini bulalim.

AT A=, @I, @y +1,®J, ®L,y +1,®1,8J,=J,®J,®J, (14)

MIM=J,81,+1,8J, =J,®J, (15)

Bu sonuglar, problemin J,,J, ve Jj, matrislerinin 6zellikleriyle incelenebilecegini

ortaya koyar. Asagidaki teorem, AT 4 matrisinin ozdegerlerinin J,,,J, ve J,, matrislerinin

0zdegerlerine bagli olarak hesaplandigini1 gostermektedir. Teorem 2.1°1 kullanarak
det(ATA — A = /I(P'l) (n-1) (m—l)(p - ﬂ)(n—l) (m-1) (n- /1)(P'1) (m-1) (m- A)(p-l) (n-1) (n+m- /1)(1)'1)

p+m-)"D p+n-H)™D prntm-1)=0 (16)
elde edilir.
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Eger zy,yj ve x; , swast ile J,,J, ve J, matrislerinin 6zvektorleri ise, ATA nin

Ozvektorlerinin

Vi =2k Oy ®xj 17)

oldugu gorilir. Burada, J ,J ve J,, matrislerinin 6zdenklemleri, sirasi ile
-1
det(J , =7 1,)=yP " (p—y)=0

det(J,, = L) =" n-p)=0

det(J,, —cd ) =a" Lm—a)=0
olarak hesap edilir.

Ax = denklemi, AT ax = 4T B denklemine esdegerdir. Esitlik 14 kullanilarak

Mz'n{ch|(Jp@J,,@Jm)x=(1p®1m)oa +bo(l,®l,) +(h®1m)olm,xzo}(18)

elde edilir. Bu, Esitlik 14 problemine esdegerdir, burada, o Rao carpimdir. Simdi de A"
matrisini hesap edelim. Teorem 2.2 ve 2.3 i kullanarak

A= 5 1 [1p®{P(p+”+m)[nm_(Jn®Jm)((p+”+m)1nm_(Jn®*]m))}a
p-(p+n+m)

1

p+n+me®ln(Jm —(p—i—m)[m),

W(Jp _Plp)®1n ® =+ m)lm )=

1 1
pm(n+m)(Jp —plp)®(Jn ~(n+m)i,)®1,, —m.]p R, —(p+n),)®1,1(19)

ve dolayisiyla

1
ATA=——J,®J, ®J, (20)
mnp
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elde edilir. Bu sonug da, Esitlik 12 probleminin A"A matrisinin 6zdeger ve dzvektorleriyle
incelenebilecegini gostermektedir. Boylece

Mm{ch|(Jp®Jn®Jm)x=pnmA+B,xzo} 21)

yazilir. Bu problem de, Esitlik 12 ile verilen probleme esdegerdir.

Bu sonug, diizlemsel ii¢ indisli dagitim probleminin, J, J;, ve J, matrisleriyle
incelenebilecegini, problemin ¢dziimiiniin bu matrislerinin 6zdeger ve 6zvektorlerine baglh
olarak elde edilebilecegini ve problem ile esdeger problemlerin ortak cebirsel 6zelliklere
sahip olduklarin1 gostermektedir.
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