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CEVAP yl"JZEYi TASARIMLARINDA DONDURULEBILIRLIGIN
OLCULMESI VE ONARILMASI UZERINE BiR INCELEME

Cenk OZLER®”
OZET

Khuri (1988) ve Draper ve Pukelsheim (1990), dondiiriilebilir olmayan cevap
yiizeyi tasarimlarinin ne kadar dondiiriilebilir olduklar: hakkinda fikir veren birer ol¢ii
gelistirmiglerdir. Bu iki él¢ii dondiiriilebilir olmayan tasarimlarin diondiiriilebilir hale
getirilmesi amact ile de kullanilabilmektedir. Bu c¢alismada oncelikle, bu iki
dondiiriilebilirlik olciisii gozden gecirilmistir. Ayrica, bu olciiler kullanilarak onarian
tasarimlarin D-etkinlikleri incelenmistir.

Anahtar kelimeler: Cevap Yiizeyi Tasarimlari, Dondiiriilebilirlik.
1. Giris

Kiiresel bir deney bolgesi R iizerinde, N adet denemeden olusan bir
tasarim kullanilarak, & adet kodlanmis girdi degiskenli (xi,x,, ...,x;) ve d’inci
dereceden bir cevap ylizeyi modelinin uyumu yapilmak istensin. Bu model matris
notasyonunda,

y=Xp +e )

seklinde yazilabilir. Burada y, N gozlemden olusan vektor; B, p x 1 boyutlu
parametreler vektori, X, N x p boyutlu girdi degiskenlerinin seviye
kombinasyonlarindan olusan matris ve & N x 1 boyutlu ortalamasi sifir ve sabit
varyans o”’ye sahip, birbirlerinden bagimsiz normal dagihs gosteren hatalarin
olusturdugu vektordiir. Burada girdi degiskenleri asagidaki gibi kodlanmugtir:

—\2
I N ) -
wy=t e s T P s = 1,2,k @)

seklindedir. Paydadaki S;, & ekseninin yoniindeki tasarim noktalariin yayiliginin
bir 6lgiisiidiir. Model (1)’nin beklenen degeri

E(y)=Xp )

¢ Yrd. Do¢. Dr. D.E.U. 1.1.B.F. Ekonometri BSliimii. Izmir
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seklinde yazilabilir. X matrisinin satir vektorlerinin z,’lardan olustugu varsayilsin
(u=1,2, ..., N). B’nin en kiigiik kareler tahminleyicisi

b=(X'X)"' X'y @)

seklindedir ve burada b, B’nin en iyi dogrusal sapmasiz tahminleyicisidir.
b’nin varyans-kovaryans matrisi

Var(b) = (X'X) "' & )
olarak yazilabilir. Kestirim degerleri,
y=Xb 6)

esitliginden hesaplanabilir. Bir x = (x;, X, ..., x;) noktasindaki
kestirilmis cevap

y(x)=z'b (M
nin varyansi

Var[f/(x)] =z'(X'X)'zo? ®
seklindedir.

Dondiiriilebilir bir tasarim ile, x noktasinin yerlesimine bagli oldugu
bilinen p(x) ‘in varyansi, yalmizca x noktasindan tasarima olan uzakhigmm bir

fonksiyonu olur. Boylece, dondiiriilebilir bir tasarim ile, kestirim varyansi
Var[5(x)|, tasarim merkezinden esit uzaklikta olan tiim x noktalarinda esit olur.

Bundan dolayi, girdi degiskenleri uzayinda, sabit kestirim varyansinn yiizeyleri,
es merkezli hiper kiireler (iki boyutlu Oklid uzayinda ¢emberler, ii¢ boyutlu Oklid
uzaymda kiireler) bicimini alir. Ilk olarak Box ve Hunter (1957) tarafindan

tanitilan dondiirtilebilirligin ¢ekici taraflarindan birisi, Var[ f/(x)] ’in biliytkligi
ile Olciilen kestirim kalitesinin, girdi degiskenleri uzayindaki koordinat
eksenlerinin dondiiriilmesi ile degismemesidir (invariant olmasidir).

Esitlik (1) ile verilen modelin uyumu yapilmak istendiginde, bu model
r’inci dereceden k adet girdi degiskeninin bir fonksiyonu ise, [1‘*2"5...k‘5‘]ile

gosterilen, o(0=0, 1, ..., 2d)’inc1 dereceden bir tasarim momenti
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N
[151252,..](5}]:%ijxf;...xjﬁ )]
u=1

olmaktadir (Khuri ve Cornell, 1987: s. 54). Burada N gézlem sayisi ve &, o, ...,
k
o’ lar Zi: | 0, = 0 kosulunu saglayan negatif olmayan tamsayilardir. Bu tasarim

. .. -1 L.
momentleri, moment matrisi olarak adlandirllan N~ X’'X  matrisinin
elemanlaridir.

Dondiiriilebilir bir tasarim i¢in moment matrisinin genel formunu
tanimlamak icin, esitlik (9) ile gosterilen tasarim momentinin ele alinmasi
gerekmektedir. Bir tasarimin dondiiriilebilir olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul,

o'mnc1 dereceden momentin formunun asagidaki gibi olmasidir (Khuri ve Cornell,
1987: 5.60):

[15' 2% k% ] =0 herhangi bir & tek sayi ise

4, IT.,(5)!

SRALE S A A tim & ler ¢ift say1 ise (10)

25/2 HL(Z‘,)|

Burada A5 onin bir fonksiyonu olan bir degerdir. Esitlik (10)’un
tiiretilmesi i¢in bkz. Myers ve Montgomery (1995: Ek 5). En az bir ¢; tek say1 ise,
o'1nc1 dereceden tasarim momentine tek, tim o;’ler ¢ift say1 ise, &’mnc1 dereceden
tasartm momentine cifttir denir. Esitlik (10)’daki formiilii canlandirmak igin, &
degiskenli ikinci derece (polinomiyal) bir model ele alinsm. Bu modelin uyumu
yapildiginda, ikinci derece dondiiriilebilir bir tasarim i¢in, momentler [ii] = A,
[#iii] = 344 ve [iijj] = A4’lerden bagka, moment matrisinin diger tiim elemanlart
stfirdir. Esitlik (2)’deki kodlama doniistimii kullanildiginda A, = 1 olacaktir.

Belli bir deney bolgesinde ortak merkezli hiperkiirelerin iizerinde
y(x) ’in optimizasyonuna ¢aligiliyorsa, tasarimin dondiiriilebilir olmasi tercih

edilir. Aksi halde, optimumun zayif tahminleri ile karsilagilabilir. Bir cevap
ylizeyi tasariminin dondiiriilebilirliginin ii¢ farkli 6l¢iisii Khuri (1988), Draper ve
Guttman (1988) ve Draper ve Pukelsheim (1990) tarafindan verilmistir. Khuri
(1988) ve Draper ve Pukelsheim (1990), dondiiriilebilir olmayan bir tasarimin
dondiiriilebilir (veya yaklasik dondiiriilebilir) hale getirilmesi ile ilgili birer
prosediir vermislerdir. Bu c¢alismada oncelikle 2. boliimde Khuri (1988) ve 3.
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boliimde Draper ve Pukelsheim (1990) tarafindan onerilen Slgiiler incelenmistir.
Ayrica, bu iki ¢alismada Snerilen yaklagimlara gore dondiiriilebilirligi onarilan iki
tasarimin D-etkinlikleri 4. boliimde incelenmistir.

2. Khuri’nin Déndiiriilebilirlik Ol¢iisii

Khuri (1988), verilen bir cevap ylizeyi tasarimda, dondiiriilebilirliginin
ylizde olarak agiklanmasina imkan veren bir Olgli vermistir. Yiizde olarak
aciklanabilen bu o6l¢ii, yalmiz ve yalmz tasarim dondiiriilebilir ise 100 degerini
almaktadir. Ayrica, kiiresel deney bolgesindeki yiizde dondiiriilebilirligi
maksimize eden deneylerin eklenmesi ile, dondiiriilebilir olmayan bir tasarim
onarilarak dondiiriilebilir ya da yaklagik dondiiriilebilir hale getirilebilmektedir.

2.1 Déndiiriilebilirligin Olgiisii

Khuri (1988), X'X matrisinin elemanlarini tasarim momentleri olarak
tanimlamaktadir. Bu tanim esitlik (10)’da verilen tanimdan farklidir. Boylece (1)
modeli i¢in bir tasarim momenti

[192% k%] = D wixtoxl a1
u=1

seklindedir. Burada &, o,...,0, negatif olmayan tamsayilar ve x, u’uncu
denemede kullanilan j’inci girdi degiskeninin seviyesidir (f = 1, 2,..., k; u= 1,

2,..., N). ZI;:I 5 ; » tasarim momentinin derecesidir ve (0= 0, 1,..., 2d) seklinde

gosterilir. Ornegin (1?35°), & = 6’mct dereceden bir tasarim momentidir

N 2 3 .tt.
Ve Y XXX '€ esittir.

Model (1)in uyumunu vyapmak icin kullanilan bir tasarimin
dondiiriilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, &'inct dereceden bir tasarim
momentinin

[1‘*25:.../{@ ] =0  herhangi bir & tek ise (12)

0,119

=— tiim & ler ¢ift ise
2 Hj:1(5j/2)!

formunda olmasidir. Burada 65 d, 6 ve N’e bagh bir degerdir. (bkz. Box ve
Hunter, 1957). En az bir ¢ tek ise, tasarim momentine tek, tiim &’ler cift ise
4
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tasarim momentine ¢ifttir denir. 6 = 0’inc1 dereceden bir tasarim momenti N’e
esittir. Esitlik (12)’deki kosula uymayan momentlere sahip olan bir tasarim,
dondiiriilebilir olmayan tasarim olarak adlandirilir.

(1) modeli tekrar ele alinsin (d’inci dereceden) ve girdi degiskenleri su
sekilde kodlanmisg olsun:

N
Zzuj =0,j=1,2,....k
u=1

N

Zzij.:a, j=1,2,...k (13)

u=1

Burada z,, &, ’nin kodlanmus degeridir; a ise pozitif bir sabittir. Kodlama
zy = (& - &)/ S seklinde gergeklestirilebilir. Burada &, =Y"" & /N ve

— 1/2
S =[zf:l(g;j ~£)*/a| dir. Buradan,

U1=0 , j=1,2,...,k
["1=a , j=1,2,...k (14)
yazilabilir.
Kodlanmig degiskenlerin terimleri ile, esitlik (3)
E(y)=Zy (15)
seklinde yazilabilir.

Khuri (1988), verilen bir cevap yiizeyi tasarimi igin dondiiriilebilirlik
Olciisliniin agagidaki gibi olmasi gerektigini vurgulamistir:

1. Tasarimda kullanilan girdi degiskenlerinin  seviyelerinin  bir
fonksiyonu,

2. Formiil (13)’deki 6l¢ek parametresi a’nin degerine karsi degismeyen,
3. Tasarim merkezine nokta eklenmesine kars1 degismeyen.

Onerilen déndiiriilebilirlik dl¢iisiiniin ii¢ ana adiminin detaylar1 asagidaki
gibidir (Khuri, 1988: ss. 97-98):
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Adim 1: Tiim Tasarim Momentlerinin Olcekten Bagumsiz Degerlere
Indirgenmesi. v(Z.'Z) elemanlar;, Z.'Z ’nin kdsegen ve kosegen elemanlariin

sagindaki elemanlardan olusan bir vektordiir. Burada bu vektdriin boyutu p* = p(p
+ 1) / 2°dir. (p, esitlik (15)’deki parametre sayis1) Bu vektoriin elemanlari, 6nce
Z.'Z ’nin kosegen ve kdsegen elemanlarinin sagindaki elemanlar i¢in birinci; daha
sonra ikinci vs. satirlariin yazilmasiyla elde edilir. (i, j)’inci pozisyonda bulunan
eleman, v(Z'Z) vektoriiniin /’inci elemanidir. Burada [ = f{i, )

S )=G-Dip-G/2)1+;  j=i (16)
seklindedir. Ornegin, p = 6 olan

2 2
EQ)=n+nzitpomt rnaznt iz + me

modeli i¢in, v(Z'Z) 21 x 1 boyutlu olur ve Z'Z ’nin (3, 5)’inci eleman1 (tasarim
momenti [1°2]’ye esittir), v(Z'Z) *nin 14’{incii elemanina esittir.

v(Z'Z), formil (13)’de kullanilan @’min degerine baghidir. Bu

bagimliligi ortadan kaldirmak i¢in her bir 6 (6 = 0, 1,..., 2d)’inci dereceden
tasarim momenti 7”ya boliiniir. Burada 7,

r= {Zk:[jz]/k} 17

seklindedir. 7, 2’inci dereceden tiim ¢ift tasarim momentlerinin ortalamasidir.
(13)’deki kodlama ile 7= a'’? oldugu goriilebilir. V(Z'Z) vektorii, sol taraftan p°

x p boyutlu, kdsegen elemanlar: 1 / 7”lardan olusan bir kosegen matris A ile
soldan carpildiginda

w(Z'2) = Av(Z'Z) (18)
seklinde 6l¢ekten bagimsiz degerler elde edilir.

Adim 2: Déndiiriilebiliv Bir Tasarum Icin 7'Z matrisinin Kanonik Hale
Getirilmesi. Esitlik (15) i¢in kullanilan tasarim dondiirtilebilir ise, 0 (6= 0, 1,...,
2d)’1nc1 dereceden tasarim momentleri (12)’de tanimlanan 6zellikleri tasimalidir.
Buradan, v(Z'Z) ’'nin tek tasarim momentlerine karsilik gelen tiim elemanlar1 0,

¢ift tasarim momentlerine karsilik gelen tiim elemanlari O5xc(d;, &,..., &) seklinde
olmalidir. Burada



Cevap Yiizey Tasarimlar:

(8 Bnn 8) =[5, /{2”1&[(5]. /2)!},

J=1

k
>6,=6,06=0,2,..,2d 19)

J=1

seklindedir. Z, tasarim dondiiriilebilir oldugu durumlardaki Z matrisini gostersin.
Bu durumda

V(Z,Z,)= G+ Gt ... + Gy (20)

ile temsil edilebilir. Burada ws (6 = 0, 2,..., 2d), elemanlann v(Z!Z ) nin
elemanlar ile birebir karsilik gelen, p* x 1 boyutlu bir vektdrdiir: Bu vektdriin
diger &’dan olan tasarim momentleri ve &’ inc1 dereceden tek tasarim momentleri
sifirdir; buna karsin &'mc1 dereceden ¢ift tasarim momentleri formiil (20)’den
bulundugu gibidir. (20)’den, @,’m birinci elemanin 1 diger elemanlarmm 0
oldugu gortilebilir. Ayrica (12)’den € = yve 6 = a oldugu goriilebilir.

(18)’deki kdsegen matris A’nin elemanlar1 1 / #”ya esit oldugu icin, (18)
ve (20)’den u(Z!Z ) ’nin kanonik gdsterimi agagidaki gibi elde edilebilir:

d
wz/2)=>6, ®,,/ "
m=0

d
:N0)o+0)2+ ZKM Mom (21)

m=2
Burada i, = &,/ 7" veya
sz:@m/ Hzm 5 m:293a'~-ad (22)

seklindedir. 6,,, d=2m’inci dereceden bir tasarim momenti oldugu i¢in &y, xg,...,
Ky, parametreleri, deney yapan kisi tarafindan dondiiriilebilir tasarimin sahip
olmasi istenen ekstra ozelliklerine bagli olarak segilebilir. Ayrica @,,,’lerin ikili
olarak ortogonal olduklar1 goriilebilir (m = 0, 1,..., d). Sonucta, @4, @,..., Wy
vektorleri (d - 1) boyutlu bir Oklid uzaym tammlar. m = 2, 3,..., d igin &, > 0
olmasindan dolay1
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d
vV=K,, Om (23)

m=2

bu oklid uzayinda kapali bir konveks koni K igerisinde bir vektori
gostermektedir. Oklid uzayinin kapali bir altseti S, S’deki herhangi iki vektor x,
ve X, ve herhangi negatif olmayan iki skaler 4; ve 4, i¢cin 4;x; + Ax, S’ye ait ise,
kapali bir konveks konidir. Khuri (1988), K konisini déndiiriilebilirlik konisi
olarak adlandirmaktadir.

Adim 3: Déndiiriilebilirlik Ol¢iisiiniin Tiiretilmesi. N noktal bir tasarim olan
D, (12) modelinin uyumunu yapmak i¢in ele alindiginda ve girdi degiskenleri
(13)’deki gibi kodlandiginda, (18)’e karsilik gelen vektor u(Z'Z) asagidaki gibi

yazilabilir:
w(Z'Z)=Ney+ o, +u (Z'Z) (24)

Tasarim D’nin dondiiriilebilirligini 6lgmek igin, u (Z'Z) vektoriine v
vektorii ile ne kadar yaklasilabildigini bulmak gerekmektedir. Bu da u" (Z'Z) ’ya

en yakin (Oklid normu terimleri cinsinden) bir v € K vektdriiniin bulunmasina
denktir. Bu amagla (23)’deki x, &s,..., kog parametreleri

OMD) = [u"(Z'Z) - Y &, @2 25)

esitligini minimum yapacak sekilde segilebilir. Burada || . || Oklid normunu diger
bir deyisle bir vektdriin uzunlugunu gostermektedir. Khuri (1988: s. 103),
OxD)’nin  minimum degerinin asagidaki formiilden elde edilebilecegini
gostermistir:

min[Qx(D)] = u*(Z'Z)H2 —Z{u* (Z'Z)com} Acozmn2 (26)

d
Khuri (1988: s. 103)’de, ZKM 0, vektoriiniin, u’(Z'Z) vektoriiniin
m=2
dondiiriilebilirlik konisi k iizerine izdiisiimii oldugu gosterilmistir. Bu izdiisiimiin

o6klid normunun karesi (26)’nin sag tarafindaki ikinci terimin mutlak degeri ile
2

verilmistir ve Hu*(Z'Z) *nin déndiiriilebilirlige atfedilebilecek pargasmi temsil
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etmektedir. Buradan, D tasarimi icin dondiiriilebilirlik Olgiisii olarak Khuri
(1988),

N 2
u (Z’Z)H

Dy(D) = 100{ u*(Z'Z)HZ ~ min[Q, (D)]} /

- 100{?‘[1{'(2’1)@4 szm 2}/

degerini kullanmustir. Bu deger, dondiirilebilirligin “u*(Z’Z)

u’ (Z'Z)H2 @7)

’ ‘nin biiyiikliigline

olan yiizde katkisin1 temsil etmektedir. Diger bir deyisle ®(D), D tasariminda
bulunan yiizde dondiiriilebilirligi temsil etmektedir. Bu durum regresyonda
belirlilik katsayis: R*nin kullanimimi andirmaktadir. D dondiiriilebilir ise,
u (Z'Z) dondiiriilebilirlik konisi K’ya ait olacaktir ve min[On(D)] = 0 ve Op(D)
= 100 degerini alacaktir. ®n(D)’nin biiylik degeri, D tasariminin yaklagik
dondiiriilebilir oldugunun bir gdstergesidir. Dondiriilebilirlik ol¢iisii 1,2, ve 3
kosullarmi saglamaktadir. u'(Z'Z) vektorii Slgekten bagimsiz oldugu ve
elemanlar1 2 veya daha yiiksek derecede tasarim momentlerine bagli oldugu igin,
merkez noktalariin eklenmesinden etkilenmemektedir.

2.2 Dondiiriilebilirligin Onarilmasi

Kisim 2.1’de aciklanan 0lgli, dondiiriilebilir olmayan bir tasarimin
dondiirtilebilirlik ylizdesini, uygun ekstra deney noktalarmi eklenmesiyle
artirmak amaci ile kullanilabilir. Dondiiriilebilir olmayan bir tasarima eklenecek
noktalarm segimi su sekilde gerceklestirilebilir: D@ verilen N, noktal
dondiiriilebilir olmayan bir tasarim olsun. Deney bolgesi R’deki herhangi bir x

noktas: icin D tasarmm, D®’a x’in eklenmesiyle elde edili. D'” ’m

dondiiriilebilirlik yiizdesi @, ,(D{”) seklindedir. Yeni bir tasarim noktasi x,

D tasarmmina Df]” tasarrmini elde etme amactyla eklensin. Bu yeni nokta, D"

tasarimimin dondiiriilebilirlik yiizdesini R’de maksimize edecek sekilde segilir.
Basitlik agisindan D" D" olarak yazilsin. Boylece

® 0 @) = max[@,,, (D]

elde edilir. ikinci bir tasarim noktasi X, aym siire¢ tekrar edilerek D"e eklenir.

Burada D yerine D konulur.D"”e x,’nin eklenmesiyle D® elde edilir. Bu
9
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siirece devam edilerek D?,..., D?,... elde edilir. D x; (i=1,2,...) noktasinin D
“D>ye eklenmesiyle elde edilir.
D? tasarmumin dondiiriilebilirlik yiizdesi ® y, (D) *dir. Burada N; = N
+i(i=0,1,...). Khuri (1988: ss. 103-104) Ek B’de
®, (D)<, (D), i=0,1,.. 28)
oldugunu gostermistir. Esitlik (28), { ® , (DY )}: serisinin monoton olarak

arttiginin gostergesidir. Bu seri 100 ile sinirli oldugundan, 100’e yakinsamaktadir:

lim® , (D) =100

3. Draper-Pukelsheim Déndiiriilebilirlik Olgiisii

Draper ve Pukelsheim (1990), hesaplanmasi kolay ve tasarimin
dondiiriilmesine karst degigsmeyen bir kriter vermislerdir.

Moment matrisleri

N
A=N'X'X=N"'>zz (29)

u=1

olarak alindiginda, ikinci derece modeldeki X matrisinin bir satirt asagidaki
terimlerden olugmaktadir:

. L2 2 2.
laxlrx2> coesXhs Xy 5 Xy e Xp 5 X1X2, . o X 1 X
(30)

Bu terimler z'’u olusturmaktadir. Ikinci derece terimlerden diger
terimlere hareket etmede bu notasyonun belli baz1 dezavantajlar1 vardir. Box ve
Hunter (1957) bu dezavantajlarin farkina varmuglardir ve Draper (1984)
tarafindan ilk kez tanitilan Shléflian notasyonunda terimler agagidaki gibidir:

. . 2 2 2, 1 /2 1/ 2
;0 XX, Xk Xy ,Xy e Xy 2 X1X2,. . .,2 X1 Xk

@31

bu notasyonun bir dezavantaji, daha yliksek dereceli terimler eklendiginde, cesitli
uygun sabitlerin hesaplamalara dahil edilmesi gerekliligidir (Draper ve
Pukelsheim, 1990: s. 196).

10
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Draper ve Pukelsheim (1990) tarafindan kullanilan kavramsal olarak
daha basit bir notasyon su sekildedir: x = (x,x,, ...,x;)" oldugunda ikinci derece

modeldeki terimler z(x )’ ’in elemanlar1
I; x'; x'®x’ 32)

seklindedir. Burada ® sembolii Kronecker ¢arpimimi gostermektedir. Boylece (1
+ k+ i) terim asagidaki gibidir:

. .42 . 2 . . 2
19 X15X25 oo Xy Xy 5 X1X250 o X1 Xy X2 X1y Xy e e e X2 Xy« ooy XX 1, X0 X250 00y X

(33)

Bu notasyonun dezavantaji ¢apraz ¢arpim terimlerinin iki kez ortaya
cikmasidir; bu yilizden X'X matrisi tekil duruma gelir. Bununla birlikte,
kullamsli bir genellestirilmis ters kullanilabilir. Ayrica bu notasyon daha yiiksek
derecelere  kolaylikla uyarlanabilir.  Ornegin, {iglincli derece terimler
x' ®x' ®x' un eklenmesi ile elde edilebilir.

A =N' Zux; ve Ay = N Z xl.zux?u olan ikinci derece dondiiriilebilir
bir tasarim ele almsin. Bu tasarimin (1 + k + &%) x (1 + k + &%) boyutlu moment
matrisi V, asagidaki gibi yazilabilir (Draper ve Pukelsheim, 1990: s.198):

V =V, + L3k 2V, + A[3k(k +2)]'*V, (34)

Burada V,, (1, 1)’inci eleman1 1, digerleri sifir olan matristir; V,, V’de
ikinci derece momentlere karsilik gelen 3k pozisyonda herbiri (34)" ' ve diger
elemanlan sifir olan matristir; ve V4, V’de saf dordiincii derece momentlere
karsilik gelen k pozisyonda 3[3k(k + 2)]" ’ % karma ¢ift dordincii derece
momentlere karsihk gelen 3k(k - 1) pozisyonda [3k(k + 2)]" ' * olan ve diger
elemanlan sifir olan matristir. V,, V, ve V4 simetrik ve ortogonal olduklari igin
V,;V; =0 ve ayn1 zamanda ||V|| = [tr(V,V)]"' 2= 1 seklindedir.

Moment matrisi A olan herhangi bir tasarim ele alindiginda, Draper,
Gaffke ve Pukelsheim (1990) x uzayinda A’nin tiim olasi dondiirmeleri {izerinden
ortalamasi alindiginda

A=V, + V,tr(AV,) + V,tr(AVy) (35)

oldugunu gdstermistir. Draper ve Pukelsheim (1990) A ’y1, A’nin dondiiriilebilir
bileseni olarak adlandirmaktadir ve agagidaki gibi bir 6l¢iiyli onermislerdir:
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O =[A - Vi’ /||A - Volf
= {tr(A - Vo)’} / {tr(A - Vo)’ (36)

Buradaki dondiiriilebilirlik dlgiisti O, Khuri (1988, s. 98) nin 6lgiisii gibi
esas olarak, A’daki ikinci ve dordiincii derece tasarim momentlerinin, V ile
gosterilen ideal tasarrm momentleri iizerindeki regresyonu iin bir R istatistigidir.
Bununla birlikte, Draper ve Pukelsheim o6nemli farkliliklarin bulundugunu
belirtmistir. Khuri’nin regresyonu V’ye benzer bir matrisin iist tiggen pargasindan
secilmis vektorlere dayandig icin, buradaki regresyon katsayilart ve R* degeri,
Draper ve Pukelsheim’inkinden farkli sekilde agirliklandirilmistir. Bu nedenle,
Khuri’nin istatistigi tasarimin x uzaymda dondiiriilmesine kars1 degismez degildir.
Ayrica Draper ve Pukelsheim (1990: s. 198), dondiiriilebilirligin onarilmasi i¢in
0”’da maksimum artis1 saglayacak noktalarm tasarima eklenebilecegini
belirtmislerdir.

4. Khuri ve Draper-Pukelsheim’in Tasarimlarinin D-Etkinlikleri

Bir tasarim igin moment matrisi A = X'X/ N oldugunda,

A| ’y1
maksimize eden D tasarimi D-optimum tasarim olarak adlandirilmaktadir. D-
optimum tasarimlarm 6zellikleri ile ilgili detaylar Atkinson ve Donev (1992)’de
bulunmaktadir. A”, D-optimum tasarim matrisinin moment matrisi oldugunda,
herhangi bir D tasariminin D-etkinligi ise,

1 1
Txx]/ N %
_ ‘A*

_JlA

etk %*
‘A

37

seklinde tanimlanmaktadir. D-etkinlik kriteri, tasarimlarin iyi bir tasarim olup
olmadiginin degerlendirilmesi i¢in sik kullanilan bir kriterdir. Uygulamalarda
kullanilan baz1 tasarimlarm (faktoriyel ve merkezi bilesik tasarimlar) D-
etkinlikleri Atkinson ve Donev (1992)’de verilmistir.

Bu kisimda, Draper ve Pukelsheim (1990) ve Khuri (1988) tarafindan
dondiiriilebilirligi onarilan iki tasarimin D-etkinlikleri incelenmistir. D-etkinligin
degerlendirilmesi, bu iki ¢aligmada tasarimlara eklenmis olan her bir tasarim

noktasi igin, A| hesaplanarak gergeklestirilmistir. |A nin degerinin artmasi veya

azalmasi, D-etkinligin artmasi veya azalmasi demektir.

Ornek 1. Burada ilk olarak Khuri (1988), daha sonra Draper ve
Pukelsheim (1990) tarafindan incelenen, ikinci derece bir modelin katsayilarimi
12
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tahminlemek i¢in kullanilabilen bir Roquemore Tasarimini ele alinmigtir. Tasarim
Tablo 1°de, 01 en ¢ok iyilestiren tasarim noktalar1 ise Tablo 2’de verilmistir.

Orijinal tasarim ve eklenen noktalar ile genisletilmis olan tasarim igin |X'X| / N?

degerleri Tablo 3’te verilmistir.

Tablo 3’e bakildiginda, orijinal tasarima 11. noktanin eklenmesi ile D-
etkinliginin arttig1, 12., 13. ve 14. noktalarin eklenmesi ile D-etkinliginin azaldig

gOriilmiistiir.
Tablo 1. Onarilacak Tasarim
(0"=0.9496)
Tasarim X1 X
Noktasi
1 -1.00 1.35
2 1.00 1.25
3 -1.60 -0.85
4 1.00 1.00
5 -1.50 0.00
6 1.55 0.00
7 0.00 -1.00
8 0.00 1.55
9 0.55 0.30
10 0.00 0.00

Kaynak: Draper ve Pukelsheim (1990)

Tablo2. Q*’l En Cok iyilestiren Noktalar

3

Tasarim x, X 0]
Noktast

11 -0.10 -1.50 0.9861
12 0.20 0.40 0.9875
13 -0.10 0.00 0.9876
14 0.00 0.00 0.9876

Kaynak: Draper ve Pukelsheim (1990)

Tablo 3. |X’X| / N? Degerleri

Tasarim

IX'X|/ N?
Tablo 1’deki orijinal tasarim 0.084842
(10 Noktalr)
11 Noktali Tasarim 0.175904
12 Noktali Tasarim 0.149276
13 Noktali Tasarim 0.125459
14 Noktali Tasarim 0.101158

Ornek 2: Ikinci olarak yine Khuri (1988) ve Draper ve Pukelsheim (1990)
tarafindan dondiiriilebilirligi onarilan, Tablo 4’de verilen tasarim ele alinmustir.

Bu tasarim

ikinci derece bir modelin katsayilarm

13

tahminlemek

igin
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kullanilabilen, ii¢ faktorlii, bir kismi degistirilmis bir merkezi bilesik tasarimdir.
X’X| / N*=3.83 x 107 olarak elde edilmistir. Khuri’nin ®’sini
en iyilestiren iki tasarim noktast Tablo 5 ve bu noktalarin eklenmesiyle elde
edilen onarilmis tasarim igin |X’X| / N* degerleri Tablo 6’da verilmistir. Draper-

Bu tasarim igin,

Pukelsheim’in Q"m1 en iyilestiren ii¢ tasarim noktas: Tablo 7 ve bu noktalarin
eklenmesiyle elde edilen onarilmis tasarim igin |X’X| / N degerleri ise Tablo

8’de verilmistir. Tablo 6 ve Tablo 8’e bakildiginda dondiiriilebilirligi onarmak
amact ile tasarim noktalar1 eklendik¢e tasarimlarin etkinliginin azaldig:
goriilmektedir.

Tablo 4. Onarilacak Tasarim Tablo 5. @’yi En iyilestiren
(|X’X| /N? =3.83x107) Noktalar
Tasarim Tasarim :
Noktast X1 X X3 Noktasi X1 X X3
1 -1 -1 -1 17 0.828 0.506  0.506
2 1 -1 -1 18 966 151 151
3 -1 1 -1 Kaynak: Khuri (1988)
4 1 1 -1
5 -1 -1 1
6 1 1 1 Tablo 6. ®’yi En Tyilestiren Noktalar
7 1 1 fgin [X'X|/ N*
8 048 1 1 Tasarim |X'X| /NP
9 -1.682 0 0 17 Noktali Tasarim 2.84x 107
10 1 0 0 18 Noktali Tasarim 2.39x 107
11 0 -1.682 0
12 0 1.682 0
13 0 0 -1.682
14 0 0 1.682
15 0 0 0
16 0 0 0

Kaynak: Khuri (1988)

14
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Tablo 8. Q*’l En lyilestiren Noktalar

Tablo 7. Q1 En Iyilestiren Noktalar Noktalar i¢in [X'X|/ N7
Tasarim : Tasarim |X’X| /NP
Noktast X1 X X3

17 095 025 025 17 Noktali Tasarm ~ 3.15 x 107
18 1 0 0 18 Noktali Tasarim 2,37 x 107
19 0.6 0.2 0.2 19 Noktali Tasarm ~ 1.97 x 107

Kaynak: Draper ve Pukelsheim (1990)
4. Sonuc ve Degerlendirme

Bu calismada oOncelikle cevap yiizeyi tasarimlarinda istenen bir 6zellik
olan dondiiriilebilirligin derecesinin tespiti ve iyilestirilmesi i¢cin Khuri (1988) ve
Draper ve Pukelsheim (1990) tarafindan gelistirilen yontemler sunulmustur. iki
yontemin birbirlerine gore avantajlar1 ve dezavantajlari ise Draper ve Pukelsheim
tarafindan degerlendirilmis ve bu degerlendirmeler Kisim 3’te verilmistir.

Dondiiriilebilirligin onarilmasi ile tasarimlarin D-etkinliklerinin nasil bir
egilim gosterdigi ise her iki ¢aligmada ele alinan 6rnekler tizerinde incelenmis ve
sonuclart Kisim 4°te verilmistir.

Ornek 1’e bakildiginda, dondiiriilebilirligi onarmak amaci ile ilk tasarim
noktast eklendiginde etkinligin arttifi, diger noktalar eklendiginde ise siirekli
azaldig1 gozlenmistir. Eklenen noktalara bakildiginda, ilk noktanin kiiresel deney
bolgesinin sinirlarma daha yakin oldugu, diger eklenen noktalarin ise tasarimin
merkezine yakin hatta merkez noktasinda oldugu goriilmektedir. Merkez noktasi
sayisinin 2 / {(d + 1)(d + 2)} civarinda oldugu durumlarda tasarimin D-
etkinliginin iyi oldugu, ancak bu saymin artmasi ile D-etkinliginin zayiflayacagi
Atkinson ve Donev (1992) tarafindan da belirtilmistir. Dolayistyla, Ornek 1°de
karsilasilan durumun beklenen bir durum oldugu sdylenebilir.

Ornek 2°de ise, Khuri ve Draper-Pukelsheim’m dondiiriilebilirlik onarmmi
yaklagimlari, genigletilen tasarimlarin D-etkinlikleri hesaplanarak
karsilagtirllmistir. Eklenen tasarim noktalarinin deney bolgesinin sinirlarina yakin
olmamasi nedeni ile, tasarim noktalar1 eklendikge D-etkinliginin azaldig:
gozlenmektedir. Ancak Tablo 6 ve 8’deki degerlere bakildiginda etkinlikteki
azalma miktarlarinin her iki yontem icin de birbirlerine yakin olduklar
gozlenmektedir. Buradan, Khuri ve Draper-Pukelsheim’in dondiirtilebilirlik
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onarim yontemlerinin D-etkinlik kriteri bakimindan birbirlerine karsi bir
avantajindan sdzetmek miimkiin gériinmemektedir.

ABSTRACT

Khuri (1988) and Draper and Pukelsheim (1990) have provided ways to
measure “how rotatable” a response surface design may be when it is not
perfectly rotatable. One of the main advantages of these measures is that it can be
used to “repair” a nonrotatable design by the addition of experimental runs that
maximize the percent rotatability over a spherical region of interest. In this article,
these two measures are reviewed and, it is assessed the D-efficiencies of some
repaired response surface designs.
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