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SKOKASTIK SUREQLERIN SINIFLANDIRILMASI VE ALT STOKASTIK
' SUREQLER UZERINE BlR |NCELEME

~_ OMER ONALAN (%)
- OZET

"Bu c¢alismada teknik ayrintilara girmeksizin stokastik sdregler,
- yoéridngelerinin davranisi ve sireci olusturan alt sdreglerine ayrilip,
sonra da bu ailt sureglerden bazilari, sire¢ icin kogetas: niteligindeki
ozellikler ve sirecin diger sureglerle olan iligskisi acisindan incelen-
mlgur ‘

. GiRiS

. Hepsi aynt ( Q@ ,¥ , P) ' ihtimal uzay! Uzerinde tanimli tesadufi
degiskenlerin bir toplu!ugu olarak tanimladigimiz stokastlk suregler genel an-
lamda, '

R R X |Rd,

(W, ) - X (w,t) = X; (W)
“seklindeki t'asvirlerin bir ailesi olup, X, (X;) veya (x;) € IRT §ekillerihden biri
ile gosterilir. Sabit bir w e Rigint —» X; (w) tasvirine X slrecinin érnekler

egrisi veya yodringesi denir. t parametresinin vektdér olmasi durumunda
sUrece tesadifi cisim denir. '

Stokastik surecgleri incelerken esas amacimiz; sureci olusturan tedasufi
degiskenlerin 6zelliklerinin ve sirecin ydringelerinin incelenmesidir. Stokastik
siregleri siniflandirmak igin, tesadifi degiskenler Uizerine belirli kosullar ko-
nularak slrecin yodrungelerinin davranigi incelenir. Dagilimlar tesadufi
degiskenler arasindaki iliskiyi verdigindan, sirecin bilesik dagilimi
siniflandirmada Onemli rol oynamaktadir. Bilegik dagilimi, sonlu ‘boyutlu
varhgi, belirli gartlar altinda Daniell - Kolmogarov genigleme teoremi ile
kanitlanabilmektedir. Oylekl sayllmaz sayidaki tesadifi dedisken tarafindan
tanimlanan cumlelerin ihtimallerinin belirlenmesinde sonlu boyutlu dagdilimlar
dahi yeterli olmamaktadir. =

2. TEMEL KAVRAMLAR

. Temel tanimlar uzennde Kisa aglklamalarda bulunmak ¢alismanin sonraki
~ kisimlari icin yararli olacaktir. |lhtimal uzayina filtrasyonun ilave edilmesi ile
- silireglerin derinlemesine incelenme imkani da artmistir. TUm s< tigin ¥ 'nun
artan (¥s < ¥y) alt o - cisimlerinin bir { F; ; t € R;} ailesine filtrasyon

(* ) M.U. L.LB.F. Isletme Bslimi, Sayisal Yéntemier Anabilim Dali. '

_333-



_ Stokasrik Sdreglerin Siniflandiriimas:

denir.llaveten ' agagldakl K kosul saglaniyorsa { Fi ; te Ry} ' ye standart
flltrasyon denir. < Chung, 1983, s. 6 >

(i) TUm t igin Fy=F¢ + t = ns>t:rs
() Tb , ¥ 'deki tum P- etkisii kimeleri ihtiva etmektedir

e BirF ={ ¥4, le IR+} filtrasyonu |Ie donatilmig (Q, ¥ , F, P) uzayina
skolastik baz denir. (Jocod, shiryayev, 1977, s.52). Yorungelerinin tumi sol
~limitler ile sad sirekli bir siirece cad - log denir. Genel olarak siirecin
yoringelerle ilgili analitik Ozellikleri, tesadifi degigkenlerin uzayla ilgili

- Ozelliklerinden daha giglidir. Ornegin X 'in yorungesinin surekliligi hemen her-
yerde X 'in strekliligini gerexktirir. Fakat bunun tersi dodru degildir.

SoI Ilmltlerle sag surexll bir yorungeyl a§ag|dak| sekilde §ematlze ede-
b|I|r|z ' '

X(W,.)

‘ X(w,1)

Zaman

Sekil 1.Sol limitlerle sag surekli bir drneklem edgri.

- Tim t 2 0 igin Xt, 4 Olcllebilir blr tesadufi deglgken ise X stokastlk
~ sirecine F = ( ;) te IR +fonksiyonuna gbre (adapted) uyarlanmig denir. Her
~birt20igin, Ty x Q, ye kisitlanmig '

(s, w)‘ — X (s, W)

.~ tasviri By x Tt ‘ Olgllebilirse X = {Xt, te T} stokastik sdrecine {Fy,t
e T}ye gore devamh (progressively) olgllebilir denir. Yani her bir t,

e
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iqin’ Xt € F; olmaktadir. < Chung; 1982;3.36 >
' - Hemen hemen tim érnekle egrileri icin
P m¥ii0% %) sl

ise X ve Y ye birbirinden ayrlstlnlamaz denlr Tum t e | Ryigin{we Q; T
(W)< t} € F; olacak sekildeki, pozitif ree! degerll T, tesadifi deg|§kenme '
durma zamani denir. X, F uyariimig bir siire¢ ve T bir durma zamani ise T za-
manlnda durmug sureg )(-r X Tay |Ie gostenllr Yani tum i< u;m

Xt (1) = X {1 ) ve tum t>T XT (t) = X (T) dir. < DUfer 1988 S. 136 g

3. SINIFLANDIHMA

Stokastlk suregler genel olarak a§ag|dak| ifadeleri kapsamak Uzere
.farkll §eklllerde smlflandlrllabullrler '

Ihtlmal yapisina
. Ozel sureglere

1. Kullanilan metoda ve probleme ,
iv. Uygulamalara, gére

~ Stokastik slregler, sirecin yapnsa ve oOzellikleri gozonunde'
bulundurularak agagldakl §ekllde siniflandirmaya tabu tutulablllrler

o Nokta Sureqlerl
P0|sson Blle§|k Poisson ve COX sureglerl

. Sonsuz Boluneblllr ve Baglm3|z artmali nokta surec;len

. Aralik ozellnklerl e tammlanan suregler
Duragan Nokta Surecler '

Kumeleylm Suregler

Martlngalelerle nokta sur.

w

Dallanma Sureqlerl leflsyonlar
Semi - Markov Sureqlen
Dogum . 6lum Siregleri _

Tesadufl Yuruyugler

Makrov Sureqlen : Feller siireci
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Stokastik Sﬂreglerin S(q Ifl&nd:rt Imasi
. Hunt sﬁredi-

= . Martingaleler: . Amartlar

. Quasimartingaleler

. Semi Martingaleler

~ Lokal Martingaleler

. Games fairer_*‘with time (zamanla adille§én oyunlar)
. *. Browniah Hareket, L Gedmetrik Brownfiah Hareket

- . Karsilikl Baglantili - Brownian Hareket

~* Duragan Siregler - -

* Bagimsiz artmali siregler

Sirecin da§|I|m|n‘a bakilarak _smuflahdlrma.

* Normal suregler: t . Couchy sii]reci

. Bessel sbreci
Kararll surec;ler =

- Stokastik sUreQIer Qallgmada kullamlan metodlara ve problemln
yapisina gore de siniflandiriimaktadirlar. Sureqlerm genel teorisi tarafindan
*' |ht|va edilen method ve problemlen |se Su §ekllde siralayabiliriz.

Sureglerm yorungelerunm davram§|n|n anallzl yaklnsama problemlerl

s sequmlu ve kestirilebilir suregler, gegis problemleri, sureglerin dénisimleri,

sureclerin daglllmlarlmn ozellikleri, Harmonik fonksiyonlar ve Dirchlet
problemi, sinir deger teori, stokastik mtegraller lto hesabi, harmonik analiz.

Ergodik teeri, fonksiyonel gosterlm yenlden olug,an olaylar, Wiener - Hopf
tekmgl stokastlk yaklagnm

| 4. AIlt Stokastik Sdrecgler: Bu lelm uygulamalarda stk sik
kar§|la§ablleceg|m|z bazl alt sureglerin en temel ozelluklerl sunulacaktir.

4.1. Tesaduifi Yurqu§ler E- wiifa 02 1) BaglmSIZ benzer dagllm|§
tesadufl deglgkenlenmn o = Sn, . 0} Kismi toplamlarma tesadifi

yuriayus denir. Tesadifi deglgkenlerl 1 degerlerlm pve q= 11 -p thtimalle

~ aldiginda sirece Bernoulli Tesadufl Yaruyusi denlr P =q =— Ise slUrece

2
| Bas|t Tesaduﬂ Yuruyu§ denlr Tesadufl yurlyGsler, uzun suredlr qallglyor
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olmalarlna ragmen hala yem segkin ozelhklen ke§fedllmekted|r < Kesten, H.
1993 > s - -

. - Tesadufi yuruyulsler bag|m5|z benzer dag.ilfnls. tesadifi degiskenlerin
toplami s6z konusu oldugunda ortaya gikmaktadir. | = 0, £+ 1, £ 2, ... igin S

~ agagidaki bir adim gegig ihtimalleri ile bir markov zinciridir.

PSp+1=i+1 | Sy=1)=p -
P(Sn+1_|+1 | Sp=1) =g
$u halde, . ‘ '
E(Sp+1 | Sp)=8Sp+(p-q9 “{2)
olur. p = q ise S oir Martingale 'dir.L ' '

_ Hisse senedi plyasasunda "Tesadufl yurayis h|p0t92| hisse senedi
i flyatmdakn gunlik degisimin, bagimsiz benzer dagilmis tesadifi degiskenler ve
fiyatlarin bir dizisinin tesadifi yiriylse uydugunu iddia eder. Bu hipotez
altinda fiyatlarin geg¢misteki degdisimleri, gelecek degdisimler hakkinda bilgi
vermez. Tesadifi ylrlyls hipotezinin modern geniglemesi ardagik fiyat
oranlarini martingalelerin terimleri ile iligkilendirir. (f(S, S, ... S) tesadufi

- degiskenleri Uzerindeki c¢aligmalar ise Dalgalanma Teorisi 'ni  olugturur.
< Taylor, H.M. 1990 > ' ‘ ’

4.2. Brownian Hareketi: Brownlan hareket Ingiliz Botanikgi R.
‘Brown 'un adina itahafen suda salinan gigek tozlarlnln diizensiz hareketlerine
verilen addir. Hareketin matematiksel modeli N. Wiener tarafindan formule
~edilmigtir. Gunumuzde Brownian hareketin, hisse senedi fiyat modellemesinde
‘kuyruk sistemlerinin limit davranisinin analizinde ve ekonomik, biyolojik,
fiziksl sistemlerdeki tesadifi deg|§|m|n modellemesmde genis Dbir uygulama
alani buldugu gorulmektedur -

~ Standart Brownlan hareket (Wlener Surem) (n, ¥, P) ihtimal uzayi

uzerinde taniml agagldakn ozellikleri saglayan bir, B = {B, 1 :0 <t < oo}
 Stokastik strecidir. ‘

| ) Bg = 0-
Jii) (B, Ft : 0<t< oo} bagimsiz artmalara sahiptir.

' Pﬁ|||)0<s<t|9|n

P{Bt Bs< X} = 2 (t- s))du .

V21t(t- f
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‘Stokastik S&reg:larin Sin 1ﬂandmlm asi

Bag|m5|z artmali herhangl bir {By} bir Markov surecn oldugundan Brownian
hareketm duragan gegis |ht|mal fonksuyonu '

mﬂ (Zt

P{Bt+‘t<x | Bt = Y}""

(4)

§eklmded|r

0<s<tiqin

Var {Bt-' }"' -8

- {Bth} = E { Bs [B; - Bs] + 82 s}

= E { B? }=s

Brownian hareket bagimsiz artmalara sahip oldugundan 0 <ty<to< ... <ty igin
(B, By, ... Btn) ‘nin bilegik ihtimal yoguniugu asagidaki sekilde belirlenir.

Fi1, t2, .. tn (X1, XD, <.: , Xp) = ft1 (x1) ftp 4, (X2 - X1) --ftn 0.1 (Xn - Xnoq1)  (5) .

2
e\ 2t ' §ek|indedir. Bir ayrilabilir Brownian hareketin

i
2T T
her orneklem fonkswonu her sonlu aralik uzermde duzgun surekliair.

> burada, f1 (x) =

“seklinde tanimlanan {)(t, 051<ce surecme a yogunluklu < dnft> u Browman
hareket denir. -

seklinde tanimlanan {Zt; 0 < t < 1} stokastik surecine ise Brownian kopris
denir. Hemen her w € Q igin B. (w) drneklem egrileri hicbir t 2 o 'da
diferansiyellenemez. < Karatzas ve Shereve 1988, s. 110 >.

Bir Brownian hareketin 6rneklem egr'ile‘rinin ‘hemen hepsi h‘erhangi' bir
keyfi kiigik zaman araliginda sonsuz degi§ime sahiptir.

Her Brownian sureg baglm3|z ve normal dagulmug artmalara sahiptir.
Bunlarda surecin o6zelliklerini belirlemektedir. Orneklem egrileri kesinlikle

strekli olan bagimsiz artmali her stokastik siireg normal (Gaussm) dir. (Daha
fazla bilgi i¢in baklnlz Karatzas, Shreve 1988)

Brownian hareket bir Markov sureci ayrlca da Martingale dir. Brownian
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_sureglerlnm ekonomik sahadakl uygulamalarl daha cok kapltal teorisi ve
finansal piyasalar tzerinde yogunlagmaktadir. Bu siregler opsiyon fiyatlama
teorisinde merkezi bir rol oynamaktadir. Bu suregler opsiyon fiyatlama
~ teorisinde merkezi bir rol oynamakla birlikte samuelson bir hisse senedi

- fiyatinin logoritmasindaki deglgimlerm oIU§turdugu surecin bir Brownian
hareket oldugini iddia etmektedir.

4.3. Markov Sureqlerl Bir Markov slrecini gesitli §ek|llerde
tanimlamak mimkindir. Séyleki, sirecin su anki durum Xg verildiginde
gelecegl o (Xy, U 2 s) gecmisinden a (Xy, U <s) bagimsiz (Markov 6zelligi)
olan {Xt, Tt, t e IRt} stokastik sirecine markov sireci denir.

Dlger bir tanimi ise, su §ekllde verebllmz Herhangi bir Olgulebilir f
fonksiyonu igin t > s oIdugunda -

E(f (Xt)lrs)-—E(f(Xt)lxs) ‘ - ‘ (8)

ozelhglnl gerc;ekleyen sureqte bir Markov: slrecidir. s 2 t ve sabit bir x igin

reel dogrunun A Borel kumelen Uzerinde bir |ht|mal olquleblllr bir fonksiyon
olan, .

s,t (% A).. (Xte A)l)(s...x) e (9)

allesine Markov sirecinin gegis fonkswonu denir. Chapman - kolmogorov

~ denklemi Markov &zelliginin blr sonucudur '

Ps t(x,A) o f P%,U(X,dy) Put(y,A), s<ust e T (10)

s bag.lang!q dagllnmml ve PS + (X, A) gegis fonksnyonlarlnm bir ailesi

‘ verllduglnde bir markov sirecinin varhg Daniel - Kolmogorov teoremi ile
 gosterilebilir. Markov siireclerinin smnflandmlmasn surecin  durum uzayi,

gegis fonksiyonlar ve yoringeleri uzerlne konan cesitli knterlere gore
~ yapilabilir.

Markov si’ireglerinin smlflandlrllmaslz

N

Yari grup formundakl ¥, I

1 0) gecis fonksiyonuna gore bir
' snnlflandlrma a§ag|dak| §ekllde olacaktir. M '

 4.3.1.  Feller sireci: Eger Pt opérator tasvirleri, strekli
fonksiyonlardan- sUrekli fonksiyonlara tasvirler ve '

Ilfll superlf(X)l i Sehy ' SN




- Stokastik _ Sareglerin‘ Siniflandiriimasi

Supremun normuhda lim 4 >0l Ptf'- fl = (12)

is6 (P;) 'nin Feller- ozelllgme sahlp oldugu soylenlr Bu &zelligi sadlayan siirece
~ ise Feller sureci denir. < Chung 1982, s. 49). Bir Feller sireci bir markov
suremdlr Blr gec;|§ fonkswonu '

(13)

“Py(x,A)= fAPt (x.y) dy

seklinde bir yogunluga sahiptir. Sad sirekli orneklem egrileri ile Feller
suregleri gugla markov ozelligine sahlptlrler Gigli markov ozelligi, cisimlerin
~ sag sdurekliligi, thmli  markov 6zelligi ve yari sol sirekliligi Feller surecinin
onemli ozelllklerlnden Oir kag! olarak sayabiliriz. Feller tarafindan kurulan bu

~ teorinin Dynkin tarafindan ihtimaller teorisi metodlariyla gelistirildigi
gorilmektedir. L ' ' . b .

4.3.2. Hunt Siireci: (Pt) gegis fonkswonu Fy, @ - cismi, ¥y, F 'nin
tdm sifir ihtimalli alt kimeleri, ve Fi 'nin birlesimi tarafindan dogrulan sinif

gostermek uzere, asagidaki kogulan sagalyan {Xs, J-‘t, tel } homo;en markov
. sUrecine Hunt sureci denlr '

ot Sﬁreq 's'ag sureklidir.
: (fi) Gﬁélﬁ markov ozelligine sahiptir.
(i) Yarll sol sureklidir. -
. (iv) { Fi } sag sureklidir.
(V) { Xt 1, { F¢ | "ye devamli olarak olgulebilir. ;
‘( ) (Pt) Borelyendir.' L I

- Bir Hunt sureci orneklem fonksuyonlarlnln davran|§ma bakilarak tarif

1 ,edlleblllr < Chung, 1982, s.75 ) Hunt surecinin dlger onemli 6zellikleri:
Hemen hemen tim orneklem egrileri (0, o) da sol limitlere sahiptir.

~ Orneklem egrilerinin surekllllgl Igin a§ag|dak| teoremi ispatsiz olarak

© verebiliriz. { Xt }, (0, =) da sol limitlerle, ~sag surekli egrilere sahip bir

~markov sureci olsun. Gegis fonksiyonunun asagidaki sartlari  sagladigl
kabul 9duld|g|nde herbir ¢ > 0 kompakt Beoe e, BIX e) =
{ y e E | d (x y) e } olmak Uzere, et e ‘ -
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|im Tsu 1'?‘&“!.-”]--0 | | (1 4)

t a7

oldugunda hemen hemen tum drneklem egrileri sureklidir. < Chung, 1982, s. 77 >

L ]

Hunt sireglerinin analizinde Hunt tarafindan (excessive) 6lclusiz olarak
isimlendirilen fonksiyonlar sinifi temel bir aragtir. Bu ise klasik potansiyel te-
orideki sUper harmonik fonksiyonlar sinifinin genig o&lglideki bir ge-
nellestiriimesidir. < Chung, 1982, s. 80 > ' 7

~_ 4.4. Martingale: Martingale hilesiz bir oyunun matematiksel bir model-
idir. Martingale kelimesi degisik anlamlara gelmekle birlikte cogunlukia, her
 kaybedilen bahsin katlandig! bir kumar sistemi anlaminda kullaniimaktadir. Bir
- martingale, matematiksel beklentiye gore belirli degismezlik 6zelligi gosteren
bir stokastik sirectir. Strecin zaman parametresi kesikli veya sirekli olabil-
mektedir. Asagidaki kogullari saglayan bir {My, F;, 0 <t < e } stokastik
surecine {¥,} filtrasyonuna gbre bir Mantingale denir.

i) Her t igin My, ¥, dlgllebilirdir. (Yani sirecin t 'deki durumu [0,1]
araliginda goézlenebilir) g .

i) Her tigin  E[[Mi|]|< e, dir.

1) Tim s < t [ollg E[Mt | :Fs] oMy & ' ~ (19)

Martingale ortalama sabittir. Yani her t igin E [M] = E [Mj] dir. Bir
diger Martingale ozelligini ise su sekilde ifade ederiz. 5

0<s<tcooiGNE[M -M|F]=0 o (16)
bu 6zelligi diferansiyel formda ifade etmeye calisirsak
E [ dM, | F4]=0 e ' ' e

seklinde olur. (15) deki esitlik ">" jle yer degistirdiginde {M;} ‘ye
submartingale esitlik "<" ile yer degistirdiginde ise sUrece supermartingale

denir. Bir anlamda tum Martingaleler, Brownian Hareket ve poisson surecinin
konveks bir genellegtirimidir. éy_leki, B = [M;,te Ry} bir Brownian Hareket
olsun. O zaman { B,, F,, te Ry} ve {B -t, ¥, te Ry} nin her ikisi-de Martin-
gallerdir. Bunun yaninda N = {Ny,te Ry}, a > 0 paremetresi ve {¥,} ile bir
poisson sireci oldugunda {N;-a¢, te Ry} sag strekli bir martingale 'dir. <
Chung and William, 1983, s. 15> ‘ o

Martingale teoride "kare integrallenebilir Martingaleler” 6zel bir 6neme sahiptir.

™

- sxtlb E[Mf] < oo (18)




5 Stokastik Saregle}'in Siniflandiriimasi

ise {Mt} >0 'ye kare lntegralleneblhr Martlngale denlr {(M;} £0 'nin kare in-

- tegrallenebilir olmasi durumunda bir <M> kestirilebilir sireci vardir. $imdi

bunu biraz agalim. Doob - Meyer Ayngimi bir submartingale 'in bir Martin-
gale ve bir artan slrecin toplami olarak yazilabilecegini soyler. M, dizgin in-
_ tegralleneblllr ve artan sireg mtegralleneblhrse bu aynigim tektir. {A¢, ¥y, O
<t<a} dogal artan bir sire¢ ve M kare integrallenebilir bir Martingale
oldugunda M 'nin ikinci dereceden degisimi <M>; = A; olarak tanimlanir.

s Ayrica hemen her yerde <M>0 = 0 olmak uzere My - <M>¢ bir Martingaledir.
- <Karatzas,, Shereve, 1988, s.31>

. Martlngalelerle gili teorlk sonuglar U¢ sinifta toplanmaktadnr Bunlar
- Martingale esitsizlikleri, martlngale donugim teorimleri ve Martingale
“yakinsami teonmlendlr Eski Ilteraturlerde "Martlngale sistem teoremleri”

olarak da |S|mlend|r|len martlngale donusiumleri,

Martmgalelenn belirli

§artlar altmda Martlngale olarak kalmalan IcINn gerekll sartlan verir.

{SublMsl > C} ' formulundekl ihtimaller

§ <t

egitsizliklerden saglanir. Ayrlca bu -esitsizlik yapilari Martingalelerle h
matematik analiz arasindaki iligskiyi de kurar. Martlngale yakinsama teorimler
e§lt3|zllk|erle ‘elde edilir ve genel sartlar altinda, t » a yaklastiindahemen

her yerde Mt — M, -olacak sekilde bir My, tesaduf degiskeni ise T markov Za-
manlari igin, . ' et

icin Ust sumrlar - maximal

. [M°]>E[M‘T<a] e T
veE[Mt’T“‘] fMdP o e T
” {T < a} e |

dir. Ayrica M duzgun mtegralleneblllr blr martlngale ve T sonlu blr markov
zamani ise, i

g [Mt] = E [Mg] " o e s (21)

~dir. Martlngale donugumlermln ‘slrekli zamandakl ifadesi stokastik

_ -mtegrallendur M kare ‘integrallenebilir bir martmgale C kestmleblllr bir
~ sure¢ leun Bu durumda stokastlk mtegral surem .

(c:xM)t A

“{22)

> §ek||nde tanimlanir ve buda bir Martmgaledur Durma zamanlarinin agagldakl

- kosgullar saglayan bir {Ty; k > 1} dizisi varsa {My, ¥y, t € R+} siirecine Lokal
~ o6zellik 'e sahiptir denir. ' o , _

i) k = a oldugunda hemen her yerde Tk - o

' ) Her K igin streg X (.A T) 62elligine sahip ise,
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‘stokastik m}egrauerm brr semimartingale'in . dt(,ezaaswehne gare tan m\.am@;,
M .lokal:sMartingale. -line .gore~ ta.,mm»land;gu gnbm'r SI‘,_.
tammlama}; lq;n samgtmar_; ,;.ler gldukgamgeael suregl

-1-'; '.:_‘;- 1"'1 ';-
. ) L]

z ."_ 4 A
I |I R ST __ﬁ'

Hia

) ?‘ ‘f.‘- .*i- ‘i"‘"

Mamngalelerm matematlk |sta1|st|k kuyﬂry}; teortSI tgaret syrqglerl
ve ekonomik sahada gesitli uygulamalar gorulmektednr ‘Ozellikle, hisse senedi
piyasasinin davranigi Martingalelere tanimlandiginda hisse; senedi; fiyat:hare-

ketl |<;|n tammlanan modelm daha ba§arlll olacagl dugunulmektedlr

4 5 Gausslan (Normal) Sureq Normal daglllmm |ht|maller E&aﬂﬂglnde#
ki ©Onemi, birgok tesadifi degiskenin normal olarak dagildiginin

duguaujebllecegmden ve normal dagiimin islemlere elVenglt oimfaémdan kay-
‘naklanmaktadir. Herhangi bir n € Z ve T 'nin herbir {11 t-g, N Hd tn} alt
kimesi igin X¢q1, X9, ....... , Xtn tesadifi degiskenlerinin b||e§|k daglllml nor-
malse {Xt, t € T} stokastlk surecme Normal Sureq demr i . ‘
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4. 6 Nokta Sureqlen Genel olarak bir nokta sureci, bir uzayin belirli
bir {bBlgesindeki noktalarin saylsml ‘veya  belirli;, bir ~olayin ; zaman
araliklarindaki olugumlarinin sayisini- tammlamak Igin blr modejdlr Bir nokta
surecinin standart tanimi asagidaki §eklldé verilebilir.

g"if . *ac r

] ;éi i”

. Surecm hoktalarmln u;lnde bulunacaé"l uzay E Rt, Rd‘ [ b] §ekl d% bir
- oklit uzay! olacagi gibi cok genel bir topolo;g,k uzayda olabilir. 2 E 'nin Borel
- kumelerinin sinifini gostermek Uzere E’ ;;;“zenne bir Nokta Sureci E 'de bir

tesadufi elemandlr Yani, herbir w € Q an (Q, ¥, P) ihtimal uzayi Uzerinde

bir sayim.dlgimi ~ olan A > N (w, A) tesadufl degiskenlerine ({N (A): A € £})
Nokta Siireci denir=N(A) strecin A kine: tindeki noktalarinin sayisint gosterir.

. _N E Uzerinde bir nokta sireci olsun. {0;1, ......., =} degerlerle bir ¥ tesadifi

degiskeni ve E 'deki deggrlﬁxla X1, X2,........, Xo tesadifi degigkeni vardir

oylekl

Q_ :-PF:} .hq.__ _y‘ '!"" "} i Y

- - iy
ﬁ ’ i A e ME R B R T i I e A R O35 ST KA T AN
# £ e
:L 2 ’;.
b e
::,-. e 3 - -f} Wi, ‘
oAb ]

N{A}= z*rx

**k = 1 bt

olur. Burada X1, X9, ..... ch noktalarln yé

lam sayisini gdsterir. Her bir xe E igin N ({x}) = 0 véya 1 ise N 'ye Basit de-
] A | 'A' nin alanlnl gostermek uzere | A; | > O yaklaﬁ@nﬁ”ﬂ?

p {N (A) 2 2} (1Al)

Sk T | k
: I S ET PR
l.,r ﬁ '1' 0 Bl :—'E. 5 % "51"1?' "H’ﬁl‘ gl 'ﬁ'd(EH'E o
‘d

ﬂ

rlgFini ¢ ="N-(E) 'de noktalarin top-

(24)

B, sinirh Borel kimelerinin sinifini. gostermegt Uzere,

1(0)=0,p(B)<e Bep
ve b deki aynk By, Bz, s kumelen lgln
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- Ozelliklerini saglayan,
“ni €& > {0,1,2, ..., «}
tasvirinde E Gzerinde bir sayim 8lgimG denir




 Stokastik Sareglerin Siniflandiriimasi

~ olmasi N 'nin basit olmasi igin yeterli bir kosuldur. N 'E = R+ Uzerinde bir nok-

- ta slreci oldujunda X 'lar yerine genelde Tk ‘'lar kullamimalidir. Bdyle bir
sure¢ coguniukia k. inci olugsum zamani Ty ile gdsterilen bir olayin olugumlarini
modellemek igin kullanilir. R+ dogal bir siraya sahip oldugundan Tk 'lar
snralanablllr ve N (A) Uzerindeki Qallgmalar |

Welpiso - s L diel

~ artan stokastik sureCI uzenndekl qahgmalara mdlrgemr Her oir N (A), Ni ‘lerle
. |fade eduleblllr - . . f .

N N[o diek s -
: t' { [t 01t<0 S e e _ e el

Blie§lk artan surecu ve ( ..... - T_2 < T To <0 T1<_; T2 < T3 ...... )

.=ZTTK_(A).A§E | el - (27)

E =R izerindeki N ' icin standart gosterimidir. <Serfozo, 1990, s.9>
. | N . .

Sekil 2. Dogru Uzerindeki nokta siireci




Omer Onalan

5 STOKASTiI( SUREQLEHIN TAKTiRI

, Gerqek verllenn stokastik modele uydurulmasmda ve slrecin herblr ev-
z resmde Istatistiksel metotlar onemli rol oynar.

. ‘Kesikli Markov Cisimleri Uzerinde Takdir: Markov cisimleri
uzaysal yerlestiriimis (spatially located) tesadifi degiskenler arasindaki
‘kargihikli etkilesimlerin Olglisiini ve dogasinin tanimlanmasi igin parametrik
modeller saglar. Bir Markov cismi, bir yénsiiz grafigin matematiksel yapisina
‘sahip bir indis kiimesi Uzerinde b|r stokastlk suregtlr Agagldakl ozellige
uzaysal markov ozelligi denir. - '

(X | {Xj:j# i} = {X | X; ive | komgular}  (28)

' ozelllkle deg|§kenler kesnkll oldugunda markov cnsmlnm blrle§|k tarif (specm-
~cation) i, sasirtic sekilde karigik olabilir. Blyik diizenli aglar Uzerindeki lokal
‘sartlarin ayni kalmasi parametrelerin kiglk bir kimesini ortaya gikarir. Bu-
~rada da zaman serilerinde oldugu gibi bagimsiz gdzlemler nadiren elde edilir.
- Bu nedenle |stat|st|ksel taktirler modeldeki lokal yapinin tekrarlanmasina
| dayanmalldn Asimtotik taktir, verilen lokal sartl yapi korunuyor .iken agin
sonsuz olarak gen|§|9t||m93| lle son bulur. Bununla birlikte bazi beklenmedik
engeller vardlr Verilen bir lokal yapi, global bir yapidan tek bir §ek||de belir-
lenemeyebilir. Asimtotik bagimsizlik genellikle limit dagilimiarini elde etmek
icin gereklidir. En basit durumda bile 6zel taktirler icin hesaplamalar yapmak
buyuk olgude etkisiz olabilir. Qunkl normallegtmcu sabitler qok kar|§|ktlr

: $u halde kesukll markov cismi igin asimtotik takitir, limit teoremlen ve
- hesaplamalardan ibarettir. ' ‘

'SONUC

Martingaleler,

Sureqlerln genel teorisi ve ozelllklede Markov sdreleri,

< nokta siiregleri vb. -alt sureqlerdekl gehgmeler yuksek boyutlara ulagmigtir.

Yapllan bu qalngmalar analitik ve/veya 6lgl teorisi ile ifade edilmektedir.

Bu gen§melerm bir sonucu olarak herblr alt sureg kendi sinifini

oIU§turacak kadar buyumustur. Neticede kullamlacak yontemler leri duzeyde
. olup oIdukqa karmagik bir hal almaktadir. ' '

Bu baglamda stokastik sureqler behrh Ozelliklerine gore smlflandlrlhp,
uygulamalarda siksik karsilasilan alt stokastik siregler, temel &zellikleri ve
~diger alt sireglerle olan ilgileri agisindan incelendiginde bu siireglerin birbirin-
- den tamamen farkli olmadig: belli kosgullar altlnda birinin dlgermm ozelllklerlm

ta§|d|g| gorulmektedlr ' '

' Stokastlk sureqler gerqek hayatta tesadufuhgln etklh oldugu blr qok ala- |

‘ "345"_ -



 Stokastik Sireglerin Sinifiandiriimasi

na uygulanabrlmektedlr Stokastrk olarak modellenen olayin temel bir analrzmr

~ yapabilmek igin bazan birden Gcok alt stokastrk surecr birlikte kullanmak gere-
kebllrr ' '

i Bu nedenle uygulamalarda stokastrk sureclenn b|r srstem oldugu”
_gorusune yaklasllmasr gerektrgr kanaatrndeylm L '

SUMMARY-

Stochastrc processes classn‘res the sample path (trejectory) behevror
“under certain limitation random veriables which constitutes this process.
These proces classmcatlons are not entirely different from each other. Sto-

chastic processes have a great practice possibility in areas where random-

~ ness has an influence. Randomness of phenomenon can be controlled by exact

~ probability space. When buildinga stochastic model for problems in practice.,

many times more the one processes should be used simultaneously or a mix of
. processes should be used. ‘
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