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OZET/ABSTRACT

Lojistik regresyonda, gozlenen varyansin, beklenen varyanstan biiyiik olmasi agir1 yayilim
olarak tanimlanmaktadir. Karisimli modellemede, asir1 yayilima gozlenemeyen heterojenligin
neden oldugu varsayilmaktadir. Veri seti kendi icerisinde homojen alt populasyonlara
ayrilarak, asir1  yayilim giderilmektedir. Karigimli lojistik regresyonda parametre
tahminlerinin elde edilmesinde EM algoritmasin1 esas alan en cok olabilirlik yontemi
kullanilmaktadir. Uygun model se¢iminde ise AIC ve BIC olgiitleri yaygin olarak
kullanilmaktadir. Caligmada, lojistik regresyon analizi sonucunda meydana gelen asiri
yayilim, veri seti kendi icerisinde homojen iki alt populasyona ayrilarak giderilmistir. Modele
alman bagimsiz degiskenlerin tamami etkileri istatistiksel olarak onemli bulunmustur
(p<0.01).

In logistics regression, when observed variance is more than expected variance it is
defined as over dispersion. In mixture modeling, it is assumed that unobserved heterogeneity
causes the over dispersion. The data set is divided into homogenous sub proportions in order
to overcome the over dispersion. In obtaining the parameter estimations, Maximum likelihood
method which takes the EM algorithm, is used. For suitable model selection, AIC and BIC
criteria are widely used. In this study, over dispersion caused by logistic regression analysis
was solved by separating the data set to two homogenous sub- populations. All independent
variables taken to the model were found statistically significant (p<0.01).
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1. GIRIS

Lojistik regresyon (LR), bagimli degiskenin binom dagilim gosterdigi durumlarda
kullanilmaktadir. Bagka bir ifadeyle, LR, ikili (binary) bagimli degisken ile bagimsiz
degiskenler arasindaki neden sonug iligkisini belirlemede kullanilan bir yontemdir (Bonney,
1987; Zhang, 1999; Stokes vd., 2000; SAS, 2008). LR’de, genellestirilmis dogrusal modeller
kullanilarak bagimsiz degiskenlerin dogrusal yapisini, ikili bagimli degiskeninin beklenen
degerine baglayan bir baglanti (link) fonksiyonunu kullanmaktadir. LR’de, kullanilan baglanti
fonksiyonu logit doniistim ile verilmektedir. (McCullagh ve Nelder, 1989; Dobson, 1990;
Stokes vd., 2000). LR’de, gozlenen varyansin, beklenen varyanstan biiyliik olmasi asiri
yayilim (overdispersion) olarak tanimlanmaktadir (Cox, 1983; Lambert ve Roeder, 1995;
Lindeys, 1998).

Asin yayilim, genellikle gézlenemeyen heterojenligin neden oldugu bir durumdur (Wang
vd., 1996; Wang vd., 1998; Jones vd., 2001; Yesilova, 2003; SAS, 2008). Gozlenemeyen
heterojenligin belirlenmesinde kullanilan yontemlerden biri karigimli lojistik regresyon
(KLR)’dir. KLR’de, veri setinin farkli alt populasyonlardan olusan heterojen bir
populasyondan elde edilmis oldugu varsayilmaktadir. KLR’de, veri setinin dahil olacagi
homojen alt populasyonlarin sayisi belirlenerek, gdézlenemeyen heterojenlik giderilmeye
calisilmaktir. Daha sonra her bir alt populasyon igin ayri parametre tahminleri elde
edilmektedir (Wang vd.,1996; Wang vd., 1998; Wang ve Putterman, 1998; Okut vd., 2001;
Leisch, 2004; Kaya, 2007). Bagimli degiskenin ikili olmasi durumunda karigimli ikili lojistik
regresyon (IKLR) kullanilmaktadir.

IKLR’de parametre tahminleri, EM (Expectation-Maximization) algoritmas1 kullanilarak
en ¢ok olabilirlik yontemi ile elde edilir (Dempster vd., 1977). Veri setini en iyi agiklayan
modelin seciminde, Akaiki bilgi kriteri (AIC) ve Bayesian bilgi kriteri (BIC) en ¢ok
kullanilan model uyum Kkriterleridir (Wang ve Putterman, 1998; Dalrymple vd., 2002; SAS,
2008).

Bu c¢alismada, IKLR modelinin teorik ozellikleri incelenerek, Beden Egitimi ve Spor
Ogretmenligi alaninda elde edilen gercek bir veri setine uygulamasi yapilmustir. ilk olarak,
veri setinin tek bir populasyondan elde edilmis oldugu varsayilarak LR analizi yapilmistir.
Daha sonra LR analizi sonucunda olusan asir1 yayilimi gidermek igin veri seti IKLR analizine
tabi tutulmustur. BMLR’de her bir alt populasyon igin ayr1 parametre tahminleri ve alt
populasyonlara diisen bireylerin sayilari tahmin edilmistir.

2. VERI SETi

Bu calismada kullanilan veri seti, 2005-2006 gretim yil1 i¢in Yiiziincii Y1l Universitesi
Egitim Fakiiltesi Beden Egitimi ve Spor Ogretmenligi Boliimii icin agilan yetenek sinavina
bagvuran toplam 467 erkek adaydan olusmustur. Verilerin bir béliimii (OSS puani, Agirhikli
Orta Ogretim Basar1 Puami=AOOBP) Ogrenci Se¢me ve Yerlestirme Merkezi’nin (OSYM)
internet sayfasindan elde edilmistir. Veri setini olusturan diger degiskenler ise sinav esnasinda
adaylardan ylz yuse alinmistir. Adaylarin performans degiskenleri ise sinav esnasinda adaylar
izlenerek elde edilmistir.

3. YONTEM
3.1. Ikili Lojistik Regresyon

Karigimli lojistik model i¢in kesikli karisimli dagilim (Wang vd., 1996; Leisch, 2004),
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p(y) = " Binom(y /v, exp(5 ), 1)

k=1

bi¢iminde yazilabilir. Burada 7,, k’mnct alt populasyonun karisma olasilifini; y, bagimli

degiskeni; x, bagimsiz degisken vektoriinii; 3, bilinmeyen parametre vektoriini; v, gamma
dagilimina sahip rassal bir etki veya degiskeni gostermektedir. y,, binom dagilim1 gosterir ve,

ni n—
j ' @=p)" (2)
y.

P(Yi = yi):(

bi¢iminde yazilir. Burada p;, istenen olayin gerceklesme olasiligi, n toplam deneme sayisi, V;
istenen basarili olay sayisini belirtir. Lojistik regresyonda kullanilan logit baglanti
fonksiyonu,

Logit(p,) = In [%] — fx

olarak yazilabilir (Zhang, 1999). Bu durumda y degerlerine iliskin marjinal olasilik yogunluk
fonksiyonu,

K K
f(y)= 2 P(C=K)P(Y =y|C=K)= > 7 F(Y,PK)
k=1 k=1 (3)

seklinde yazilabilir (Yesilova, 2004; Leisch, 2004). Binom dagilimli veri setinin, K kadar alt
populasyona ait heterojen bir 6rnek olmasi durumunda k’inc1 alt populasyona giren 1’inci sans
degiskeninin olasilig (Okut vd., 2002),

ik = P(Ci = k)
biciminde verilebilir. Bittn veriler igin log-olabilirlik fonksiyonu,

n K n K .
L(Y,X,B,m) = _;lkacik log 7, +_§1k§10ik log(binom(y; | B, X)) 4)
bigiminde yazilabilir. Esitlik 4’te, ¢, g0zlenemeyen gozlemler olup,

C={ew,i=12,..nmk=12,.K}
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c, =1c, €K
c, = 0,diger durumlar

bi¢iminde yazilabilir (Okut vd., 2002; Yesilova, 2003).

3.2. ikili Lojistik Regresyon Modeli icin EM Algoritmasi ve En Cok Olabilirlik Yontemi

BMLR modeli i¢in EM algoritmasinin asamalar1 asagidaki gibi verilebilir (Wang vd.,
1996; Wang ve Putterman, 1998).

Birinci asamada, g© ve n{ baslangi¢ degerleri belirlenir.

E asamasinda, p® ve =@ baslangic degerleri verildiginde gozlenmis veriler (X, Y) ve
parametrelerin baglangi¢ degerleri iizerinden, C eksik gOzlemleri elde edilir. ¢, (3 @)
kullanilarak c, ’nin k’inc1 unsurunun kosullu olasiligi,

A nkbinom(yi |Xi’Bf<0))
Ci,k = (B(O),th(O)) = E nkbinom(yi |Xi1nf<0)) )
k=1

k=12,..,K (5)

bigiminde verilebilir.
M asamasinda ise z; indikator degisken olup parametre tahminleri, Esitlik 4’te verilen log
olabilirlik fonksiyonun p ve = ’ye gore maksimize edilmesi ile,

Q=(B.pIB?.7) = E{(L(Y.C.B.p. X))/ Y. X, (6)
Q=0Q,+Q,

biciminde elde edilir.Burada, Q;ve Q,,

Q.= ééciyk (B(O),n(ko))log(ﬂik) )
Q,= i;éci‘k ([3(°>,n§(°))|09 bi(yi/ni, mik) (8)

biciminde elde edilir. Esitlik 7 ve 8°de verilen # ve # tahmin edicileri, Q,ve Q, esitliklerinin
= Ve p’ya gore tiirevlerinin alinmasi ile,
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STQ::O’k:l ..... K-1 (9)
0Q,
=0 (10)

me==2C k=1..,K-1 (11)

biciminde elde edilmektedir (Wang vd., 1996; Wang vd., 1998; Wang ve Putterman., 1998).
Yukarida verilen Esitlik 9 ve 10’da kapali formunun ¢dziimiinliin zor olmasindan dolayzi,
parametre tahminleri i¢in Quasi-Newton yaklasimi kullanilarak E ve M asamalari,

1. asamada, B(°)=(l3§0) ----- B(ko)) ve n(°)=(ﬁio) ----- Tt(ko)) baslangic degerlerinin ¢ Ve ¢, tolerans

degerlerine gore belirlenmesi,
2. asamada (E-asamasi), 5.esitlik kullanilarak

¢, =(6i,1’---’6i,K)71 i=12...n (42

degerleri hesaplanilir. &, ’nin hesaplanmasinda asir1 yayilimi engellemek icin Esitlik 5°de
verilen fonksiyonun pay1 , payda toplami iginde yer alan en biiyiik degere bolinar.

3. asamada (M-asamasi),

a) Quasi- Newton algortimasi kullanilarak Esitlik 9 ‘da # parametresinin hesaplanmasi.

b) Quasi-Newton algoritmasi kullanilarak Esitlik 10’nun ¢dziminden § parametresinin
hesaplanmasi.

4. asamada, asagidaki kosullardan en az biri dogru ise,

B? =B, n® =7 olur ve 1. asamaya gidilir, aksi durumda ¢ agamasina gidilir.

1) ‘B—B(O)‘ >g (13)
2) -2 (14)

3) ‘L(Y,X,f},ft)—L(Y,X,B(O),n“’)) >, (15)
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c) Quasi-Newton algoritmast kullanilarak gozlenmis L(Y,x,,x) log olabilirlik fonksiyonu
maksimize edilerek islem sonlandirilir (Wang ve ark., 1996; Wang ve ark., 1998).

3.3- Uygun Model Se¢imi

Karigimli modellerde uygun model segimi icin AIC ve BIC bilgi 6lgiitleri kullanilir. Uyum
Olcatleri genel olarak;

AIC = -LogL + 2p (16)

BIC =-LogL + p In(n) a7)

bi¢ciminde yazilabilir. Burada, p parametre sayisini géstermektedir (Wang vd., 1996).

4. SONUCLAR

Calismada, gerekli analizler SAS istatistik yazilim programi (PROCEDURE TRAJ)
kullanilarak yapilmistir. Ogrencilerin smavi kazanip kazanmamasi (smav sonucu) bagimli

degisken, Mekik Sayisi, OSS ve AOOBP bagimsiz degiskenler olarak modele alinmstir. Veri
setine ait tanimlayici istatistikler Cizelge 1°de verilmistir.

Cizelge 1. Bagimsiz degiskenlere iligkin tanitic istatistikler

Degiskenler N Ortalama+S.Sapma Minimum Maksimum

Mekik Sayist 467 112.6+£16.233 53.000 159.000
OSS Puani 467 217.7+17.020 166.400 257.900
AOOBP 467 78.19+6.475 64.660 98.4600

Veri setinin ilk 6nce lojistik regresyona gore analizi yapilmistir. Lojistik regresyonunda,
deviance uyum istatistigine iligkin yayilim parametre degeri 6.328, Pearson Ki-kare uyum
istatistigine iliskin deger ise 6.121 olarak bulunmustur. Elde edilen uyum istatistigi
degerlerinin 1 degerinden biiyiik ¢ikmasi veri setinde asir1 yayilim oldugunu gostermektedir
(SAS, 2008).

Veri setindeki asir1 yayilim tespit edildikten sonra, karisimli IKLR uygulanmustir. Ikili
karisimli lojistik regresyona iliskin elde edilen model uyum o6lcitleri Cizelge 2’de verilmistir.
Cizelge 2’ye bakildiginda iki alt populasyondan (alt populasyon—-2) sonra AIC ve BIC uyum
Olgiitlerinin biiyiidiigii goriilmektedir. Birinci alt populasyon (lojistik regresyon) icin uyum
istatistikleri AIC=104.293 ve BIC=109.155 olarak bulunmustur. En kii¢ciik AIC ve BIC
degerlerine sahip model, veri setini en iyi aciklayan model olarak bilinmektedir. Bundan
dolay1, koyu harflerle gosterilen iki alt populasyonlu model en iyi model olarak se¢ilmistir.



Muhendislik Bilimleri Dergisi Cilt: 14 Say1: 1 Sayfa No: 45

Cizelge 2. Farkli alt populasyonlar iliskin uyum dlgiitleri

Alt Populasyonlar AIC BIC
Alt Populasyon 1 104.293 109.155
Alt Populasyon 2 52.672 67.260
Alt Populasyon 3 60.533 84.847
Alt Populasyon 4 92.287 126.326

En iyi model olarak secilen iki alt populasyonlu modelde, her bir alt populasyon icin elde
edilen parametrelerin ortalama degerleri Cizelge 3’te verilmistir. Birinci alt populasyonda
ortalama mekik sayist 100.133, ortalama OSS puani1 209.249 ve ortalama AOOBP puani
78.362 olarak elde edilmisken, ikinci alt populasyonda ortalama mekik sayist 115.892,
ortalama OSS puan1 219.960 ve ortalama AOOBP puani 78.142 olarak elde edilmistir.

Cizelge 3. iki alt populasyonlu modele ait ortalama parametre degerleri

Alt Populasyon Mekik Sayist 0SS AOOBP
1 100.133 209.249 78.362
2 115.892 219.960 78.142

Ikili karisimli lojistik regresyon igin elde edilen parametre tahmin degerleri ve standart
hatalar1 Cizelge 4’te verilmistir. Mekik sayisi, OSS ve AOOBP bagimsiz degiskenlerin

tamaminin sinavi kazanma tizerine olan etkileri her iki alt populasyonda énemli bulunmugtur
(p<0.01).

Cizelge 4. Karigimli lojistik regresyon analiz sonuglari

Alt Karigma B Mekik 0SS AOOBP
0
Populasyon Olasiliklar1 (%) Sayisi

Alt 21.054 -15.766

20.9 1642.460 0.037 (0.014)**
Populasyon 1 (0.044)** (0.027)**
Alt 30.726 0.010

79.1 4010.235 0.044 (0.045)**
Populasyon 2 (0.031)** (0.020)**
** p<0.01

Iki alt populasyonlu modelde, bireylerin her bir alt populasyona dagilma olasiliklar1 ve
sayilar1 Cizelge 5’de verilmistir. Birinci alt populasyona bireylerin 58 (% 20.9), ikinci alt
populasyona ise 409 (% 79.1) dahil olmustur.
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Cizelge 5. Adaylarin alt populasyonlara dagilimi

Alt Populasyon Say1 Oran %
Alt Populasyon 1 58 20,9
Alt Populasyon 2 409 79,1
5. TARTISMA

Binom dagilimda, gozlenen varyansin beklenen varyanstan bilyiik oldugu durum, asirt
yayilim veya extra-binomial varyasyon olarak adlandirilmaktadir (Cox, 1983; Lindsey, 1998;
Kaya, 2007). Bu durumda lojistik regresyonun kullanilmasi dogru ve tutarli olmayan
parametre tahminlerin ve standart hatalarin elde edilmesine neden olmaktadir. Cizelge 2’de
farkli alt populasyonlu modeller i¢in hesaplanan AIC ve BIC uyum odlgiitleri iki alt
populasyonlu modelden sonra giderek biiyilidiiklerinden dolayi, dort alt populasyonlu
modelden sonraki alt populasyonlu modellere yer verilmistir.

Calismada, lojistik regresyonda meydana gelen asir1 yayilim, veri seti kendi icerisinde iki
alt populasyona ayrilarak giderilmistir. Bdylece her bir alt populasyon i¢i homojenlik
saglanirken, alt populasyonlar arasi heterojenlikte otaya konmaya calisilmistir. Cizelge 3’de
birinci alt populasyonda mekik sayilar1 ve OSS puanlarinin ortalama degerlerinin ikinci alt
populasyondan elde edilen ortalama degerlere gore daha kiiclik oldugu saptanmistir. Mekik
say1s1, OSS ve AOOBP puanlari dgrencilerin sinavi kazanmalarinda dogrudan etkili olan
faktorlerdir (Kaya, 2007). Calismada, 6zellikle mekik sayist ve OSS puanimn, dgrencilerin
sinavi kazanmalarinda dogrudan etkili oldugu belirlenmistir. Bununla birlikte, AOOBP
ortalama degeri her iki alt populasyonda benzerlik gdostermistir. Bu bakimdan, Cizelge 4’de
verilen bagimsiz degiskenlerin tamaminin, sinavi kazanma tzerindeki etkilerinin onemli
olmasi, Cizelge 3’de verilen ortalama degerleri ile birbirlerini desteklemektedir. Ozellikle
mekik sayis1 ve OSS puaninin her iki alt populasyonda farklilik gdstermeleri, bu her iki
ozelligin smav sonucunu dogrudan etkiledikleri sOylenebilir. Bu baglamda, ikinci alt
populasyondaki 6grencilerin sinavi kazanma sanslarinin daha yiiksek oldugu saptanmuistir.
Bagka bir ifadeyle, birinci alt populasyona dahil edilen adaylarin 58 (% 20.9)’inin sinavi
kazanma sanlarmin ikinci alt populasyondaki 409 (% 79.1) adaydan daha az oldugu
saptanmigtir. Bunun yam sira, AOOBP her iki alt populasyonda da yakin degerler almistir.

Bu calismada, bagimli degiskenin ikili oldugu durumlarda veri setinde meydana gelene
asir1 yayitlimi modellemek igin karisimli ikili lojistik model kullanilmistir. Elde edilen
sonuglar dogrultusunda, karisimli ikili lojistik modelin, logistic regresyonda meydana gelen
asir1 yayilim modellemede oldukea etkin oldugu belirlenmistir.
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