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QZET
Bu cahigmada, bir grafin otomorfizim grubunun tepeler kiimesi iizerine eikisiyle ilgili temel
kavramlan kullanarak; bu grafin karakieristik polinomunun garpantara ayrihist haklunda bir teorem ifade ve

ispat edilmigtir. Bu teorem bazi 6rmeklere uygulanarak sonuglar tartigilmislir.

On The Factorization Of The Characteristic Polynomial Of A Graph

ABSTRACT

In this study, vsing the fundamental conceptls concerning with the cffect over the vertices sct of the
automorphism group of a graph; a theorem about the factorization of the characteristic polynomial of this
graph is expressed and proved. The results are discussed by applying this theorem Lo some cxamples.

GIRIS

Graflar ve gruplar arasindaki iligkileri ortaya koyan ilk galigmalar Cayley 4], Maschke [7] ve K6nig
[6] tarafindan yapilmstir. Daha sonra Artzy [3], Mowshowitz [8], Chao [5], Sabidussi [9], Stucckle {10] vb.
birgok aragurict yapilan galigmalari daha da geligtirmiglerdir, Bir grafin karakieristik polinomunun garpanlara
ayrilmasi igin gereksinim duyulan bazi tanimlar ve temel kaveamlar asagida verilmigtir.

Tamim 1. : Tepeler kiimesi T = [L], 13, wn Ln] ve ayntlarkiimesi de A = {al, ay, ...,am} ile belirtilen
bir graf G= (T,A) olsun [1].n tepeli ve m aynnul birlestirilmig bir G grafimin tepeler kiimesinin kendi
lizerine bire-bir doniigimiine, T iizerinde tammls bir permiitasyon denir ve bu P = 1. e L\ yadat
yazarak P:( 12 ... n) scklinde gdsterilir. 1.

11 i2....in
Bu gésteriligdeki (i iy...i5), (12 ... n) nin bir sira degigimidir.

Tarmm 2 : n elemanh T tepeler kiimesinin kendi iizerinde bire-bir tiim déniigiimleri bir grup olugturur
ve bu gruba S|, simetrik grubu denir.
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Tamm 3 : 5(G) < S alt grubuna G grafinmn otomorlizim grubu veya permiitasyon matrislerinin
grubu denir. PeS(G) ise: P,T kiimesi iizerinde bir permiitasyondur. Sonlu T tepeler kiimesinin P alundzki bir
yoriingesi C ve C nin eleman sayist u ise, (C(¢) = (t, P(1), 132(0,...,13”'l ()} yazilabilir. Bu yaziligdaki teT;
P(t), t tepesinin P ye gbre goriintiisii ve P2 de bilegke karedir. P permiitasyonundan,

P(1), ek Ci
P ()= (1), eger L eC ise ‘ (1)

t, efert $C ise

esitligiyle elde edilen P' permiitasyonuna P nin uzunlugu v olan bir deviri denir. P' €S, dir ve genel olaralk S
(G) ye ait olmayabilir. T tepeler kiimesi P alunda bir takim aynk yoriingelere ayrilir. T nin P alundaki bir
yoriingesi C = (tjy. P(ti))=tig,-., pu-1 iy 1)=ti, ) ise. P = (iig. tig--.ti,) bigimindedir. P nin tim farkh

devirleri P'y, P'y,...,P'; ile gosterilirse; P =Py, Py ..., P'. seklinde yazilir.

Tamm 4 : n tepeli ve me aynth bir G=(T,A) grafinin tepelerinin herhangi bir dizisi (6], 820t
tie1) olsun. Eger i=12,... k igin (4, 141) €A ise, bu diziye ve ty 1 tepelerini birlestiren bir yol adi
verilir, Bir {t{, {9,..., g, tx+1) yolundaki-t; ve 4 tepelerine bu yolun son nokialar; .9, t3,....4 -
tepclerinden herbirine de bu yolur bir ig tepesi denir. Bir t £ T tepesi ile baglanuk olan ayrtlarin sayisina t
tepesinin derecesi denir ve bu d(t) ile gosterilir. Bir {Ly, t3,...lk, tg41) yolundaki t1-ve ty 1 son nokialarinin
dereceleri bir ve herbir i¢ tepesinin derecesi iki ise, boyle bir yola elemanter yol, t = t.;j olan clemanter
yola da gevre denir.

Tamm 5: G=(T,A) n tepeli ve m ayntr birlestirilmis bir graf ve G, da G nin birlegtirilmig bir aligraft
olmak iizere efier G, gralt G nin tiim tepelerini igeriyor ve G nin higbir cevresini icermiyor ise, G, aligrafina
G grafinmn bir afaci denir,

MATERYAL VE YONTEM

Teorem 1: n tepeli birlcgljrilfr\ig bir grafin B baglant matrisinin reel sayrlar cismi iizerinde hesaplanan
tiim Szdegerleri birbirinden farkli ve GF (2) cismi iizerinde hesaplanan karakteristik ve minimal polinomlan
tzdes ise, S(G) otomorfizim grubunun her P elemant; b; € GF(2)'nin tim segenckleri kullamlarak,

n-d-1 . .
P e "mBE(B) z b, BY | + I (2)

formiilii ile hesaplanur [2].

Teorem 2: Ajag olmayan n tepeli birlestirilmis bir G grafinn trivial olmayan bir olomorﬁzim grubu
S(G) ve bu gralin B= [bij]mm bafilant matrisinin n.ci dereceden karakteristik polinomu Kp(x) olsun. PeS{G)
olmak iizere, T tepeler kiimesinin P alundaki yoriingelerinin sayisi r(r<n) ise; Kp (x) yi biilen t. dereceden bir
‘polinom vardur.

Ispat: n tepeli birlegtirilmig bir G graft agag olmadif igin

BV =xV (3;
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matrisinin bir dzvekisriidiir. {3) esitliiindeki x reel sayisi da bu Hzvekttre karsibik olan dzdegerdir. (3)
esitlifinden B matrisinin karakteristik polinomu Kg(x) = det (xI5-B) ile hesaplanir, T tepeler kiimesinin P
alundaki y{ir[inge]eri Ci, C...., C; olsun. S(G) otomorfizim grubunun bir P elemam (2) formiili ile
hesaplanabiidiginden ve bu formiil grafin B baglant matrisine gbre diizenlendifinden B nin herbir saur
vekiorii Cy, Cp.....Cy yoringelerine karsilik gelen t pargah bir V = Iv{,...,v1 eV Yy g Siitun
vektdrline eglenebilir.’i.ci (i = 1, 2, ..., ©) yoriingenin eleman sayist u; olmak dizere, V siitun vektSriiniin u;
tane bilegeni v; ye esit olarak alandifindan B nin herbir satir vek(ériinin bilegenleri ile V siitun vektdriinin
bilegenleri bire-bir olarak eslenir. {3) denklemini saglayan V Gzvekidriiniin b sekilde diizenlenmesinin nedeni
B ile V nin gé.lp;labilir iki matris olmasi ve B matrisi ile P ain Cy, Co,..., C; ybriingeleri zrasindaki (2)
iligkisi dilkkate alinarak, BV carpimimin yoriingelerdeki tepelere baglantli olan ayrit sayilarina goére

plngturplmal; istenmesindendir, Buradan,

i) iaci yadingedek

baglanudr glon aymilarin sayisidie. i=1,2,...7 ve j=1,2,...r olmak fizere; Y= [}'ii}_rxr-mar_risirain bir Hzdegeri

ve by dzdefere karsili gelen dzvelitdrii de V'=llv vy vl g dle gésterilirse
Yy =3V (3}

olur. {5) esitligindelci ¥ matrisinin Larakieristik polinomu Ky(x) = det (x1-Y} ile hesaplamir. V ile V' situn
veltsrlerinin boyutlan: dikkate alimirse, (3) denkleminin (5) denklemine indirgendigi gbriiliir, Buradan n.ci
dereceden olan Kp(x) yi bilen r.nci dereceden bir K+ () polinomunun varhi ortaya cikar. Bylece G grafinm
Kp(¥X) karakieristik polinomunun, :

Kg(x) = Ky(®). (zp. ™7 + .. + 20324215 + 25 ) (6)

seklinde carpaniara aymilabilecejii spnucuna vanhr. (6) egitligindeki zo, 2y, 25'..., 25 tam sayilardre,

Teorem 2. nin bir uygulamasi olarak Sekil-1 de gésterilen G grafimin B baglanti mairisinin
karakteristik polinomunun garpanlara ayriley asagida sergilenmigtir.

1

2
Sekil-1: T= {1,2,3.4) tepe kiimesiyle bir G graf.

(7

us)

1
W
O =~ = O -
o = O H &
H O = =W
[ B S = B B

_ Lxd
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Sekil-1'deki G grafinin i tepesi j tepesi ile baglanull ise bjj = 1 (degilse b;j=0) olmak iizere
olusturulan B= [bij] 4x4 matrisine bu grafin baglent matrisi denir ve bu matris (7) de belirtilmigtir. (7) de
belirtilen B baglant matrisinin karakteristik polin-iny

Kp(x)= x4 - 4x? - 2x41 (8)

dir. Sekil-1 deki G grafinin S(G) otomorfizm grubunun (2) csitligiyle hesaplanan bis el 7= (12) (3) (4)-
dir. T= {1,2,3,4) tepeler kiimesinin P alundaki yoriingeleri Cy = (1,2}, Cp= (3} ve C3= (4] dir. P=(12) (3)
(4) permiitasyonunun farkh tiim devirleri de P’y = (12), P'9 = (3) ve P'3 = (4) dir. Cy, Cq ve C3
yoriingelerinin eleman sayilan sirasiyla up = 2, up = 1 ve u3 = 1 olup, buna gére V= livy, vy, v2, v3ll siitun
vekttiril olugturulur, Bu oluguma gére (7) deki B baflant matrisi ile V siitun vekedritniin garpims,

0 1 1 0 1 1 9
1 0 1 0 vl vy + vy :

BY=|1 1 0 1 vy =[2 vy + V4 : (9)
0 0 1 © V4 v,

dir. (9) esitlifinin saf tarafindaki siitun matrisdeki V1, Vg, v3 fin katsayilanina gtire;

1 1 0
Y= 2 0 1 (10)
o 1 0 '
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matrisi elde edilir, (10) esitligindeki Y matrisi; Cp, Cg ve C3 yoriingelerindeki tepelerin bagiantililik
durumlant Sekil-1'den denetlenerek goyle de olugturulabilir: ici (i=1,2,3) bir tepeden j.ci (j=12,3)
ytriingedeki tepelere baglanuli olan ayntlann sayist y; i olmak iizere;

Cy ‘cz Cy

o1 1 0

Ye[¥44]33= &2 0 1
c,Lo 1 o

dir. B, (7) deki matris olmak tizere; V =1l v{, v3, v3 Hvev' =l v, va,v3 |l siitiin vektdrlerine gbre BV= xV
denklemi BV' = xV' denklemine indirgenir. (10) daki Y matrisinin karakteristik polinomu,

‘ x-1 -1 0
= - X -1
KY(x) 2
0 -1 x
= x3-x2—3x+1 (11

iarak hesaplamir. Hesaplanan Ky (x) polinomu (8) deki Kg(x) karekteristik polinomu tam olarak btiler.

Tha T 1 1 A oL T LaRlacis rmndeiodnie o fa) Ln —otl ki
Dyeie SEKil-1 Gexi U grarinin D Gagianii madisinin KB(A} kamkeesistik polinoma,
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o 7 .o . G o

geklinde garpanlara ayrilir. T = {1,2,3,4) tepeler kiimesinin P = (12) (3) (4) alundaki ysriingelerinin sayis1 r=
3 oldufundan, Kg(x) x4-4x2.2x+1 karakteristik polinomunu bélen 3.dereceden bir Ky-(x) = x3-x2-3x+1
polinomunun varli: ortaya gikar.

SONUC VE TARTISMA

Yonlil veya ytinsiiz bir grafin B baglanti matrisinin Ky (x} karakteristik polinomu iamsayﬂar halkast
tizerinde carpanlara aynlmazsa, S{(G) otomorfizm grubu trivialdir.

Sekil-2'de gosterilen Gy ybnlii grafinin ve G yonsiiz grafinin karakteristik polinomlar ¢arpanlara
ayrilmaz ve bu nedenle S(Gy) ve 5(G) otomorfizm gruplar trivialdir.

1
& /— /I\
L .1\3

. G
\ A \3 } /}4 - 5

AN

\\’ / _ \\é/’/

$ Y E = ."3 I~ 4 = v v3 ,2 P
I‘B(Gyj (%) = x"=x-1 . Kgegy = ¥ —6% ~2x"+3x+2

Sekil-2: Karakteristik polinomlan carpanlara ayntmayan Gy yonlil grafi ve G yonsiiz grafs.

En az {ic tepesi olzn bir G grafl verildiginde, bu grahn karakieristik polinomu: a bir tamsays ve g (x
+ : oA o %) &\

de carpanlarina ayniimayan bir polinom olmak lzere,
r vy mm o v 23
KgB(G) (XY= (x-a). o(x) (13)

seklinde carpanlanima aymilirsa, IS(G) < 2 dir. Omegin; Sekil-1 deki G grafimin KB(X) karakteristik
polinomunun (12) de belirtilen carpanlan ile (13) E:arylagunid:ﬁmda a= -1 ve g(x) = x3-x2-3x+1 oldugu
giriiliir, Buradan Sekil-1'de gosterilen G grafimn S(G) otomorfizm grubu icin IS(G}l < 2 oldufu sonucu
cikar. Gercekten de Sekil-1'deki G yonsiiz grafimn (2) formiiliine gére hesaplznan S$(G) otomorfizm grubu,
SN nin trivial olinayan bir alt grubu olup bu grubun elemantan P= (12) (3) (4) ve I= (1) (2) (3) (4): S(G)=2
dis. Boylece IS(G)l < 2 esitsizlifi dogrulanmakiadir,

Genel olarak f(x) ve g(x) sirasiyla r.ci (r=1) ve k.c1 (k=1) dercceden ve carpanlara aynlmayan
polinomlar olmak iizere; Kg(x) = f(x). g(x) seklinde ise, B= (b} nxp baglanu matrisine karsihk gelen n
tepeli G grafinin s(G) olomorfizm grubunu olugturan permiitasyonlanin yoriingelerinin sayisi rk veya
r+k=n dir,
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