UST - YARI KOMPLEKS DUZLEMDE HAREKET
LI NMOUVEMENT DANS LE DEMI - PLAN COMPLEXLE SUPERIEUR
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L. U. Fen Fakiiliesi Matemiik Bolumi

Bornova - 1ZMIR
OZET

Bu gahgmada, 11 iist - yar kompleks diizlemi belirtmek iizere, HY ile H nin i¢

noktalarma ve 1% ile I nin siur nokialanim gosterelim. 1] de verilen Poincaré
wctripinden csinlenerck )

lz-2' 1
"= g zell’
imz , imz

d(z,z')= 0 ,zéz'

+oa 2,z e LIf veyn birl H® ye ait

uzaklik Tunksiyonunu ve [1], [2] de verilen Mobiiis déniigiimiinden esinlencrck a, b, ¢,
d, ;& Wovead - be = 1 oldufiunda

az+b

Y= —+| déniigilmii alinmugur. Daha sonra [3] de verilen
cz+d

luweketerden esinlenerck, 11 dist - yan kompleks diizleminde d uzakliiina gore kompleks
hareketler inceleninigtir,

RESUME

Dans ce travail, désignons respectivement par HY lintérieur et par H Ia frontiere du

demi - plan complexe supéricur M. En nous inspirant d'une part de la métrique de
Poincaré [ 1], nous considéront Ia fonction distance

lz-2 P z,2e MY
imz . imz' '
d(z,z')= 0 ST
&5 ,z,2' € 115 ou P'un est l'€lément de 115
+

et d'autre part de lapplication de Mobius [1], [2], nous prenons
az+b

Y(z)= —— +4 ol a,be,d ;e IR etad-be=1.
cz+d

Lasuite, cn nous basant sur les mouvements donnés dans |3], nous éludions les
mouvements cumplexes dans H par rapport v d (z, 2.
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L UST - YARI KOMPLEKS DUZLEMDE HAREKET
H iist - yan kompleks diizlemi gastersin, 1H° ile H nin i noktalarini ve HS ile H'nin
s nok bl gasterelim,
d:Hxll ——e RYU(O)

uzakhik fonksiyonunu

lzs2B®
—— ,z,2€ 1l
imz , imz
d(z,2')= '
0O ,i=?

+ee gz, 2'e I veyu biri H¥ ye ait,
bigiminde belinelim, Metrik dzelliklerinden iiggen egitsizlii saflanmaz. d ( z, 2' ) bir
mcirik defildir,
Tamm 12 11 de d vzakligi koruyan y: H———e>H déniigiimiine H de " bir

kompleks katv harekettir” diycecegiz,

gimdia, b, ¢, d, 1, € IR ve ad - be = | ohnak iizere,

Yo Il ———e [l déniigiimi ¥ (2) czbd +l

olsun.
‘Teorem 1: y déniigiimii d uzakhgina gore H de bir kompleks kati harekenir

Ispat: i) z = x + iy, 2' = x'+ iy’, z, ze€ H" olsun.

i oy |1 V2 y
ly(@)-v@) IF= I dz-2P,imy(2) = -
? lez+d Polez' +d P lez+d P

¥ —~ oldufundan, d [y (2), ¥ @)] =d (z, z)

ve imy(z) =
lez' +d I-

olur.

ii) z = 2' olsun. ¥ (z) = v (2') olucuBindun,

) wr_ lY@-y@P Py e it
dly(.y(@) ] —m =0 chr. Ote yandan d (z, ') = 0 dur.
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iii) z, z’€ 11* olsun; imz = 0, imz' = 0, imy (z) = 0, imy(z)=0
1] 2
velz-z' #().Ii'—z—'ﬂl+ ti-{uzf’-'"-ﬁ+li)| 20 dir.
cz+d cz'+d

O zimik, (l (2, 2) =+ 00 =d | Y (@), v () | olur.

iv) z, 2'lerden biri HS ye digeri H?' a ait olsun, Kabul edelimkiz e I,
e Hdwr. d (z,2) =+ 00 dir, Gte yandun img (z) =0, img (z)>0 oldugundan,
d1y@),¥(E) ) =+ea olur

Simdi H' nin d uzakhfina gore y (z) déniigiimlerinin olugturdugu kompleks kan

harcketlerinin kilmesini I' (y) ile gosterelin, Yauni,

rg={yly:l — = Hdly@.y@)i=d(z,2),z,2¢ H } olsun.

Onerme 1: Daniigtimlerin bilegke iglemi H de d uzakligng prce bir kompleksrkuu
harekeuir,

lspat: vy, Y2 € I (vhvez, z'e M aludun,

ALYy o 1a) (2, (Y o) (@) ] =d | Y (0, @), Y, O (2) 1 duwr. Oysa, ¥y kompieks _
kau hareket oldugundan d uzakhgin korur, O zaman, Y, in de kowpleks kau hareket
olduffunu dikkate ahrsuk, d Ly, (v; (), 'Yi (N 1 =d][ Ya(2)h 2 (2) 1 =d (2, 2)
bulunur.  Buradan, YieYa € I'(y) bulunur, Gésterilebilir ki, (Y =7) @) = (1. Y) (@)
dir,

Onerme 2; Ye I'(y) olsun. v, farkl gergel iki sabit noklas: olmas harig, birebir
ve driendir,
L gttt
Ispat: V2, 2ellve z = 2' olsun. »~Z—Z-T:: 0 olur.
. iz . imz
: =
0 Zama, I_YM

#0 dir. Buradan v (z) v (') bulunur, Yani ¥ birebirdir.
iy (). imy(z')

z € H noktasum subit buakalim. Bu halde, Y (2) = z yazanz. v bire bir oldugundun
%.i%-& e H igin bir e H vardur, Oyleki dlz,v(z)] = d (e, z' ) olur. Yani,
¥ drtemdir, '

Onerme 3: 1 (z) = z olan dzdeglik diniigiimii H de d uzaklifina gore bir kompleks

kau harckettir,
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lspat: Agikur.

: -
Onerme d:ye I (y) ise, ¥ de H de d uzakhina gore bir kompleks kau

harcketir,

2

=d-c) 2+ b+ dy o -
( iJz+b+dy+ey +1; dir. Owe yandan,
cz-a-cl :

a4
lspat:y () =

A ol l 2R iy (2) = iz
v @-v @)= Icz-n-ti.cl.ic::‘~a-l;.¢:['lz 2, imy” (@) lcz-a-tic 2

lz-z2'12

-1 - -1 |
. 3 Ve dmzt i T Ll B
ve imy (z) dir. O zamam, dj vy (2), 7 (2) ] e

fez-a-1.¢clP

-1
bulunur. Yani, v e I (y) dir.

Teorem 2: [ () kiimesi doniigiimlerin bilegke (harcketlerin garpum) iglemine gore

degigmieli olmayan bir grup olugturur,

Ispat: " () kiimesi dnerme 1, dnerme 3 ve dnerme 4' ten swasiyle kapabhidir,

birim elemanhidi ve ters elemanlidir. Birlegme ozelligi aynica saflamr 2],

Quel hal: i, = 0 vlsun, ‘y(z)'= f;::; olur,

Frm={yiy@ =3ﬁ+ﬂ'} v b, delRvead-be=1,z,2%€ H, d[7(2),y(@) ] =d (z 2) }
diyelim, Iy (y) bilegim iglemine gire bir gruptur [2].

2. Ust-yar1 Kompleks Diizlemde Sabit Nokta Etrafinda Dénme Harcketi

Hde ye I, (y) olan ve bir noktayi sabit birakan hareketlerin kiimesini Iy () ile

ghsterelim. Yani,

yy)= {YUWU(Z')=%§.~$%.WIU(ZQ=15u.b,c.deiR vead -be=1,2, z'eH }

olsun.
Teorem 3: Yo # | olmak iizere, yye T () olsun,
ipla+d1<2 ise, 1Y de ek (kompleks) sabit nokta vardar,

i) la+d =2 ise, 117 de wek (gergel) subit nokta vardur,
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i) la+dl>2 ise, Zy#zyvez, y el dir, Yani z) ve z, gibi farkh pergel iki
sabit nukta vardir,

iV} Yy, d uzakligua gire H de bir kompleks kat lawcketir,

Ispat: v, (z) = 2, egitliginden,

czl-(a-d)z-b=0 )
olur. '

A=(-d)?+4dbe ' (2)

diyelim.
i) A <0 ise, hipotezi de hesaba katarsak,

w+d)@l<y 3
olur. Bu halde (1) denkleminin kompleks eslenik iki kkii vardir ve bunlurdin biri HY ye

aittiv. Ayrica, (3) ifadesi

la+di<? _ )

baginnsuit denktir,
i) A = 0 ise, benzer gekilde

(+dyi=4 ‘ _ 3)

olur, (1) denkleminin bir ek gergel z kokii vardir. Aynica, (5) itadesi

latkdl=2 ©

bagmusma denktir,
iii) A > 0 ise, ayni yekilde

(+d)?>4 ‘ %))

olur. (1} denkleminin farklh gergel iki kokil vardie, Benzer gekilde (7) ifadesi

la+dl>2 (8)

baginusma denktir.

b
=z olsun.

. SO - - 1111 *
iv) 2, ze 1, y, (2) = z yuni cE il

i) gergeklensin. Bu halde, d | z, Ye@) I=d| Yo (2 Yp(2) 1 =d (z, 2% dur.

i) pergeklensing Bu halde, d | z, Y(@) | =+ee=d(z,2) dir,
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iii) gergeklensin, Bu halde d (z), z,) = +o0 . d| Yo (2 Y (22) | = + o0 dir.
Efer v,= 1 ise, olay apagikur,
Ouerne 5: y,, z; € 1 noktasin subit birukan harekelse, yu'l de z; noktasim sabi
irakan bir harckeuir, '

-dz;+b

- div vel-d-al=la+dl dir. Teorem 3'iin i) ve ii)
i' L

Ispat: 'yu'l (z)=

sikkindan hipotez gerei 1-d-al<2 ol Aynea, d| Yu-l (z). Yu'l @) ] =d(z.z)
chir. Yani, y“'l e I, (¥) du.

Tanmm 2: ) e Iy () kompleks kau hareketine H iist yari kompleks diizleminde d

uzakhina pire " 7. sabit noktas etrafinda kompleks donme harekeli " deriz.
E B i | |

Souug 1 17, (1) komplclks dnme hareketi kiimesi, hareketerin ¢arpi iglemine

gire degigmeli bir gruptur,

Ispat: Agikur.

3. Ust Yan Kompleks Diizlemde Oteleme lareketi
T = [Ty Ty (2) =z +1, Y4, € IR, ze Holan dniigiimlerin kiimesini ele alalim,

lz+g-2-4F _ lz-2P . )
o (2) . ity @) =Tz iz oldupundan, Ty € T (y) déniiyiimii H de d uzaklijina

gdire bir kompleks kat harckettir.

Tamm 3:°T € T (y) kompleks kau harcketine H iist yuri kompleks diizleminde d

uzakhgma gire " bir kompleks ételeme harveketidic * deriz.

Teoremd: T (y) dielemeler kiimesi harcketlerin garpmu iglemine goére bir dejig-

meli gruptur,
Ispat: Aqikur.

Sonug 2; Fomnlwy =1 din

Ispat: ye | o NTCY olsun. Buhalde y(z)=zvey(2) =z + 1, olur. Buradan

L=0aluc ki, y=1 dir,

Benzer gehilde diger nokudar etrufinda kompleks donme hareketleriyle T (y) nin

kesigini birim harekenir.



G a
4. I Ust Yart Kompleks Diizteminde Genel Hareket
Tye T vey,e I, () olsun,

Onerme 6: TyeY, doniigiimii ve v,. T, doniigiimii H de d uzaklifina gére bir
kompleks kat harekeutir, ‘
fspat: z,z' e ll; z# 2 igin, Y, (2) =2, T (2) = 2 + 1, olsun.

uz'+b

(ToeYp) @ =2+, (Tyeyy) (@)= m+li' (Yoo Tyl @ =2+, ve
az'+ b +at;

M- To) &= o,

dir, Ot yn_!uln-n, dl (TeeY) @, (Tyevy) 2) 1=
d v @YY =d(z2) dir Bcnch sekilde, d | ( 'yo..'l‘u).(z). (YpTy) (@) I =
d [Ty, Tyz) 1 =d (2, z')' dir,

Buradan junu da sdyleriz: * 11 de bir ye I' (y) kompleks kau hareketi biri T,

difieri vy, olnak dizere, iki basit hiwveketin ¢atpinu olarak ifade edilebilir.

Tamm &5 Tyuy, ve g1, harckedlerine Hode d vzakhfuna piore " genel

kompleks hareket " diyceepiz.

‘I'eorem 5: Oteleme hareketlerini igermeyen genel kompleks hareketlerinin kiimesi

hareketlerin ¢arpum iglemine gire kapah degildir.

Ispat: 1, ;€ IR olsun. ¥ (z) = pz baiih ve Y (z)= +1;  alalun

dlz~D.
cz' +clj+d i il
¥ ve y" genel kompleks harcketlerdir, Fakat (Y20 7)) (2) = 2' + 15 + Y bir dleleme
harcketidir:
senel Sonuc: 11 de d vzakhiing gére kat hareketlerinin T (y) kilmesi genel
kompleks hareketler kiimesidir. '

Teorem 6: 11 de d uzaklima pore bir kompleks katt hareketin bir dieleme olmasi
igin gerek ve yeler gart H deki her dogrunun bu kompleks kan harckelle kendine paralel
bir dofruya diniigmesi ve pene bu kau kompleks hareketle paralel dofrulann bir
kilmesinin kemdine paralel dofirulann kilmesine doniigmesidir.

Lsput: Sart gerektir. Ciinkii & H iist yari diizleminde bir dofiru ve Tye T(y)
olsun,  Vz e 6 igin, Ty(z) - z = t dir (Yani, dofrunun Tyalundaki goriiniisti ile
arasindaki mesale her noktast igin aymidir). O halde & // T, (8) dir. Simdi,

A= ‘ ﬁi C]ll Vi.ﬁ,-_lllﬁi,i=l,2,...,8; dOEl‘U ]
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ve bu Kiimenin T, alundaki dniigiimii
oA =L T(8) CHI Vi, Ty(8. )1 Ty(8,),i=1,2, ..
olsun. Vz'e 8, Vz'e 8,,..., Ve 5 ,..iin
Ty@)y-2'=Ty@)-2"=.. =Ty (zM)- 2= =
die, Buradan

Sy Ty () I 81l Ty (8 I l) BTy (801 ...

bulunur, Yani, A nm elemanlar ile T,y (A) mn elemanlan birbirine paraleldir.

Surt yelerdir, Ciinkii, y & 17 () olimak ilzere,

B =1{y]8/v@®), ¥86CIL 8dogru |

olan hareketlerin kiimesini ele alalim, B MCT(PveT(y)CB (1) oldupu ugikur, Ote

yandan Ty e T (y) veyye Iy (1) olmak lizere, y= Ty« Yy yazilabiliyordu. T (y) CB (y)

oldufiundan Yy € B () bulunur. Halbuki, Ty () nin B (y) daki elemam sadece birim

doniiyiimdiir. Boylece,
BM=THuleT(y)

yazilir ki, B (¥) =T () bulunur,
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